Estudio de las inconsistencias de una clase general de campos de spines 3/2 y 1/2 by Sierra Rodero, Francisco Germán
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
 FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICAS
TESIS DOCTORAL
MEMORIA PARA OPTAR AL GRADO DE DOCTOR
 PRESENTADA POR 
 Francisco Germán Sierra Rodero
DIRECTOR:
 Antonio Fernández-Rañada
Madrid, 2015
© Francisco Germán Sierra Rodero, 1981
Estudio de las inconsistencias de una clase general de 
campos de spines 3
 Departamento de Física Teórica
Francisco German, Sierra Rodero
TP
llllllllllll
' 5 3 0 9 8 5 8 8 1  X*  
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE
X - u n
ESTUDIO DE LAS INCONSISTENCIAS DE UNA CLASE GENERAL 
DE CAMPOS DE SPINES 3/2 Y 1/2
Departamento de Fisica Te6rica 
Facultad de Ciencias Fisicas 
Universidad Complutense de Madrid 
1982
Colecci6n Tesls Doctorales. N9 125/82
@  Francisco Germàn Sierra Rodero
Edita e imprime la Editorial de la Universidad
Complutense de Madrid. Servicio de Reprograffa
Noviciado, 3 Madrid-8
Madrid, 1981
Xerox 9200 XB 48O
Dep6sito Legal: M-16189-1982
"ESTUDIO DE LAS INCONSISTENCIAS DE UNA CLASE 
GENERAL DE CAMPOS DE SPINES 3 /2  y 1 /2 "
Germân S ie rra  Rodero
D ir e c to r ;  A n to n io  Fernlndez-Rafiada 
F a cu lta d  de C ienc ias  FTslcas 
U n ive rs id a d  Complutense

Esta Memoria ha s ld o  re a llz a d a  en e l Departam ento de F îs ic a  T e ô r ic a  de la  
F a cu lta d  de C ie n c ia s  F îs ic a s  de la  U n iv e rs id a d  Com plutense, b a jo  la  d îre c c iô n  
d e l P ro f .  D. A n to n io  Fernândez-Ranada, qu len  me in ic iô  en e s te  campo de t ra b a -  
j o  y a qu ie n  agradezco su co n s tan te  in te rê s  y e s tîm u lo  a lo  la rg o  de su désa­
r r o i  lo .
Asim ism o, q u ie ro  exp re sa r mi re co n o c im ie n to  a l P ro f .  A. G a lin d o , R. Fer^ 
nândez A lv a re z -E s tra d a , H. Ramon Medrano y H. L o re n te  p o r su in te rê s  y ayuda 
en la  r e a l iz a c iô n  de e s te  t r a b a jo .
Q u ie ro  agradecer tam biên a l H in is t e r lo  de Educaciôn y C ie n c ia  la  conces ion  
de una beca de l P lan de Formaciôn de Personal In v e s t ig a d o r y a l G . I .F .T .  los  niu 
merosos medios que ha puesto  a mi d is p o s ic îô n .
F ina lm en te  q u ie ro  agradecer a M® A scension Ig le s ia s  su cu idadosa  la b o r de 
m ecanografiado  y a a q u e llo s  amigos que me han o f re c id o  su apoyo m o ra l.

No aabe duda de que oualquier aon- 
viaoiân garux infinitamente en cuanto 
otra alma oree en ella
NOVALIS

I N D I C E
INTRODUCCION .................................................................................................................................. I
§1. ECUACIONES DE RS.RS* Y RS**  ...........    1
1.1 Ecuaciones de R a r lta -S c h w In g e r ................................................................ 1
1.2  S is tem as de ecuac io ne s  s in g u la rm e n te  h ip e rb o l ic a s  ...........   4
§11. HIPERBOLICIDAD DE SISTEMAS DE ECUACIONES NO SINGULARES ...................... 20
11.1 S istem as de e cuac iones  h ip e rb o l ic a s  .........................    20
11.2 Campo RS en a c o p lo  m înimo  ..................................................................  22
11.3 Campo RS en a c o p lo  m înimo ...................................   26
11.4 A co p lo  t ip o  P a u li  .............................................................. ; ..................  28
11.5 Campo RS* con a co p lo s  t ip o  P a u li .......................    30
§111. LOS CAMPOS RS* Y RS** ................................................................................   35
I l  1.1 Campo RS* l i b r e   ............................................      35
I l  1.2 Campo RS* en a c o p lo  m înimo  ...............................................  47
I l  1 .3  Campo RS** l i b r e  ............................   54
§ IV . CUANTIFICACION CANON ICA DE CAMPOS FERMI ONI COS DE SPIN SUPERIOR
EN IHTERACCION ; ..............     57
IV . 1 Método G enera l .......      57
IV .2 In te ra c c io n  de Campo (S) fe rm io n ic o  i|; con campo e s c a la r  *
c u a n tiz a d o  ...................................   69
I V . 3 R e la c io n e s  de (a n t i)c o n m u ta c iô n  e h ip e rb o l ic id a d  de
s is te m a s  s in g u la re s  .....................................................................................  73
IV .4 C u a n t i f ic a c îô n  d e l campo RS ...................................................................  73
IV . 5 Cuant i f  I cac ion  de l campo RS ............     82
IV . HATRIZ S ........................    90
V. 1 Funciones de Green l ib r e s  ........................    90
V .2  Funciones de Green y R e la c io n e s  de (a n t i)c o n m u ta c iô n  ................. 100
V .3  n -U n ita r ie d a d  y U n ita r ie d a d  de la  m a tr ix  S  ...........................  104
V .4  M a tr ix  S en p r im e r  o rden  ........................      112
V .5  M a tr ix  S en segundo o rden  ...........................   123
V .6  V io la c io n  de C a u sa lid a d  y S e rte  de P e r tu rb a c io n e s  .......................  132
APENDICE A ...................................................       136
APENDICE B .......................................................................................................................................  141
CONCLUS I ONES......................................................   154
REFERENCIAS Y 8IBLI0GRAFIA ..................................................................   156
INTRODUCCION
Las te o r îa s  de campos de s p in  s u p e r io r  en in te ra c c io n  p re te n d e n  e x te n d e r 
lo s  re s u lta d o s  de te o r îa  am p liam en te  d é s a r ro ila d a s  y de comprobada f id e l id a d  
a l e s ta d io  f î s î c o ,  como la  te o r îa  de M axw ell o la  E le c tro d in a m ic a  de p a r t ic u ­
le s  de s p in  0 ,  1 /2 .
D icha p re te n s io n  in ic ia d a  po r D îra c  hace m edio s ig lo  no ha s id o  s a t i s f e -  
ch a , d e b id o  p r im o rd îa lm e n te  a la  extrem a d i f i c u l t a d  de la  c o n s tru c c iô n  de c a ^  
pos de s p in  s u p e r io r  que s a t is fa g a n  s im u ltaneam ente  c a u s a lid a d , lo c a l id a d  y 
u n i ta r ie d a d ,  r e q u is i t e s  e s e n c ia le s  de toda te o r îa  c u a n t ic a .
In te n te m o s , pues, exponer la s  p ro fu n d a s  d i fe r e n c ia s  con re s p e c to  a ecua­
c io n e s  de campo b ie n  e s ta b le c id a s .
A d i fe r e n c ia  de l campo s p in o r ia l  la  d e s c r ip c iô n  de p a r t îc u la s  de s p in  
3 /2  envue lve  campos con un numéro de componentes mayor que e l de g rados de 1^  
b e rta d  como consecuenc îa  d e l c a râ c te r  s in g u la r  de la s  e cu a c io n e s .
La in tro d u c e  io n  de una in te ra c c io n  con campos e x te rn e s  mod i f  ic a  la s  ecua­
c io n e s  de e v o lu c io n  y la s  c o n d ic io n e s  s u b s id ia r ie s  dando lu g a r ,  inesperadam en- 
te ,  a s o lu c io n e s  que se propagan con v e lo c îd a d e s  s u p e r io re s  a la  de la  lu z .  
te  fenômeno d e s c u b ie r to  po r V e lo  y Z w anziger en 1969 para  e l campo de R a r î ta -  
Schw inger en a c o p lo  m înimo con campo e le c tro m a g n e t ic o ,  p e rm it lô  e x p l ic a r  en 
te rm in e s  c la s ic o s  la  p é rd id a  de p o s i t iv id a d  de la s  re la c io n e s  de a n tic o n m u ta -  
c iô n  de lo s  campos o b te n id a s  en 1961 po r Johnson y Sudarshan. E sta  p é rd id a  es 
f i e l  r e f l e j o  de la  dependencia  de la s  l ig a d u ra s  de la  d in â m ic a .
Il
Ambos hechos In d tc a n  que la  c o v a r la n c la  fo rm a i de s is tem as de ecuac iones 
s in g u la rm e n te  h ip e rb 5 lic o s  no asegura au tom aticam en te  In v a r la n c la  r e l a t i v i s t a ,  
que ha de se r a n a liz a d a  en cada caso p a r t i c u la r .  E sto  m o tiva  e l e s tu d io  de 
o t ro s  t  i pos de e cuac iones  a s f  como la  in tro d u c c l6 n  de aco p lo s  con campos a d ic io ^  
n a le s  (e s c a la re s  y s p in o r la ie s  ademSs d e l p ro p lo  campo em) con o b je to  de o b te -  
ne r una te o r îa  lo c a l y  c a u s a l.
Las In c o n s is te n c ia s  no se l lm ita n  a d ic h a  a c a u s a lid a d  o no lo c a l id a d  ya 
que es p o s ib le  o b te n e r  e cuac iones  ca u sa le s  a l p re c io  de in t r o d u c l r  o b ie n ,  una 
m ê tr ic a  in d e f ln id a  o im p o rta n te s  a lte ra c lô n e s  en la s  re la c io n e s  de conm utaclôn  
con co n s ig u ie n te s  problèm es de In te rp re ta c iô n  f î s i c a .
El p ré se n te  t r a b a jo  aborda  fundam enta l mente dos c u e s t io n e s :
1) O b tenc iôn  de re la c io n e s  de conm utaclôn  y d é te rm in a n te s  c a r a c te r î s t ic o s  
para ecuac iones s in g u la re s  con l ig a d u ra s  s e c u n d a r ia s , e s ta b le c le n d o  la  co n e x iô n  
e n tre  la  p é rd id a  de h ip e rb o l ic id a d  y p o s i t iv ld a d  de la  m ê tr ic a ,  o e q u iv a le n te -  
m ente, de la s  re la c io n e s  de conm utac lôn  con a c o p lo s  no d é r iv â t Iv o s  con campos 
e x te rn o s .
2) E s tu d io  de la s  consecuenc ias que impi Ica  la  e lim in a c iô n  g ra d u a i de la s  
l ig a d u ra s  p r im a r ia  y s e cu n d a ria  de l campo RS o b ten iê n d o se  una c la s e  g e n e ra l de 
ecuac iones  de s p in  3 /2  y 1 /2 .
Esquem aticam ente la  d is t r ib u c iô n  de e s te  e s tu d io  se r e a l iz a  de la  s ig u le n -  
te  manera:
C a p îtu lo  I .  Se exponen la s  c a r a c te r î s t lc a s  g é n é ra le s  de e s ta s  ecuac iones  
d is t in g u ie n d o  t r è s  te o r îa s  RS, RS y RS** segûn e l numéro de g rados de 1 ib e r t î  
cuyas p rop iedades  de h ip e r b o l ic id a d  se e s tu d ia n  en e l C a p îtu lo  I I .
En e l C a p îtu lo  I I I  se e s ta b le c e  la  descom posic iôn  de lo s  campos l ib r e s  
RS* y RS** y lo s  o b se rva b le s  f î s ic o s  en sus componentes i r r e d u c ib le s ,  a s î  comc 
e l método que e x t ie n d e  d ic h a  descom pos ic iôn  a l caso de in te ra c c iô n .
El C a p îtu lo  IV se ded îca  a la  C u a n t if ic a c îô n  Canônica v ia  P r in c ip io  de 
Schw inger u t i l iz a n d o  e l método de m u lt ip l ic a d o re s  de Lagrange en la  o b te n c iô n  
de e x p re s io n e s  g é n é ra le s  para la s  re la c io n e s  de a n tic o n m u ta c iô n .
En e l C a p îtu lo  V co n s ideramos e l s c a t te r in g  de lo s  campos RS* y RS '*  por 
un p o te n c ia l em e x te rn o , pon iendo e s p e c ia l é n fa s is  en la s  p rop iedades de e s t£  
b i l id a d  en o rden  a o b te n e r una te o r îa  c u a n tic a  c o n s is ta n te .
En e l A péndice A se I lu s t r a  en e l le n g u a je  de p ro y e c to re s  la s  in c o n s is te n t 
c ia s  a lg e b ra ic a s  expuestas en la  s e cc iô n  1 .1 .
F ina lm e n te  en e l Apéndice B se reunen re la c io n e s  y métodos de c a lc u lo  utj_  
l iz a d o s  am pliam ente  a lo  la rg o  de l te x to  y que p o r brevedad no se han in d ica d o  
e x p l î c i  tam ente .

I -
5 1 . . ECUACIONES DE RS, RS* y R S '*
1.1 ECUACIONES DE RARITA-SCHWINGER
Un campo de s p in  3 /2  y masa m se d e s c r ib e  m ed ian te  un s p in o r - v e c to r
0 , . . , 3 ;  de 16 componentes que s a t ls fa c e  la s  e c u a c io ­
nes de R a r ita -S c h w in g e r  l ib r e s
( l . b )
31* =  o ( l .c )
Las dos G ltim a s  ecuac iones  se han de in te r p r e ta r  como c o n d ic io n e s  subs idLa  
r ia s  que e lim in a n  de la s  componentes de s p in  1 /2  o campos a u x i l la r e s  p ré ­
sen tes  en , La e x is te n c ia  de l ig a d u ra s  es una c a r a c te r f s t ic a  e s e n c ia l de
campos de s p in  s u p e r io r  (s ^  1) y  causa de g ran  numéro de d i f ic u l t a d e s  que cu - 
b ren  la  te o r îa .
l a  le y  de tra n s fo rm a c io n  d e l campo baJo u n c a m b io d e  s is te m a  de re ­
f e r e n d a  ( a , A ) E Grupo de P o in c a re  es
= A.. 5CM. ,  t . . .  I ^ j (2)
co rre sp o n d  le n te  a la  re p re s e n ta c io n  d e l g rupo  de L o re n tz  p ro d u c to  d i r e c to  de la  
re p re s e n ta c io n  v e c to r ia l  ( ^ * y ) Y la  re p re s e n ta c io n  s p in o r ia l  ( ^ , 0 )  + (0 , ^ )
Las componentes de s p in  1 /2  que se tra n s fo rm a n  segûn ( j * 0 ) + (O , —) en
d escom pos ic iôn  de C lebsch-G ordon son Y cuya e l im in a c iô n  se c o n s id é ra
en ( l . b ) .  El re s to  de la s  componentes de s p in  1 /2  e s tâ n  in c lu id a s  en (1 , +
+ ( ^ , 1 )  de manera que su e l im in a c iô n  no es m a n if ie s ta m e n te  in v a r ia n te  r e l a ­
t i v i s t a .  En e fe c to :  la  " c o n d ic iô n  de t r a n s v e r s a l id a d "  ( l . c )  no es p ro p ia m e n te  
una llg a d u ra  p o r cu a n to  en e l l a  a pa rece  e x p lîc ita m e n te  la  d e riv a d a  te m p o ra l 
s ie n d o  la s  ecu a c io ne s  de e v o lu c io n  de p r im e r  o rd e n . La ve rd a d e ra  l lg a d u ra  s e o ^  
t ie n e  a p a r t i r  de la  ecuac tôn  ( l . a )  p a ra  y  de ( l . c )
=  +  -  p )  ^  *  o  (3 )
donde h * * o { . p  + m y p * - i ^
51 en un In s ta n te  dado de tie m p o  t ^  lo s  d a to s  de Cauchy de la  e c u a c iô n  
( l . a )  ( x , t ^ )  s a t is fa c e n  la s  c o n d ic io n e s  ( 1 . b , c ) ,  en tonces  la s  s a t is fa c è n
p a ra  todo  in s ta n te  t  a n te r io r  o p o s te r io r  a t ^ .  E ste  re s u lta d o  es co n se cue n c îa  
d ir e c te  de la s  e c u a c io n e s :
( i  f . 3 f  m. ) Y . t  +  AI  3.  t  = °
(4 )
( I  - f . 3  -  3 / t  -  O
d e r iv a b le s  de ( l . a )  p o r ap i Ic a c îô n  de y 3**^ re s p e c tiv a m e n te . N ôtese que
( 1 .a ,b )  ( l . c ) .  S in  embargo ( 1 .a , c )  ( l . b ) .
S i e l campo ‘' l ^ ( x )  e s té  e le c t r ic a m e n te  ca rgado  In te ra c tû a  con un campo 
e le c tro m a g n e t ic o  e x te rn o .  Las nuevas e cu a c io ne s  segûn e l P r in c ip io  de a c o p lo  
m înim o son
( a  -  v w 'i Ix ' i  =  0  ( 5 . a)
~ 6 ^  =. o  (5 .b )
Tl*" = 0  ( 5 .c )
donde T l^  *  t  Y  ®S «* p o te n c ia l v e c to r  d e l campo e le c tro m a g n e t! .
C O .
Nuevamente ( 5 .a ,b )  = = ^  ( 5 . c ) .  S in embargo es p o s lb le  o b te n e r  una c o n d l-  
c I6 n  a d ic io n a l a p l icando a ( 5 .a)
=  ( < •  r t - m )  n . y  + i e f . F . ' t  (6)
con [ * / , % » ]  =  -  : «  F '" ’
a saber
(7 )  r e s t r in g e  e l numéro de componentes In d ep e n d le n te s  de " 4 ^  en la s  r e -  
g lo n e s  donde e l campo e x te rn o  es no n u lo .  Esta In c o n s ls te n c la ,  de o r lg e n  a lg e -  
b r a ic o ,  se é v i t a  d e rlv a n d o  ta n to  la s  ecua c io ne s  de e v o lu c io n  como la s  l ig a d u ­
ra s  a p a r t i r  de un p r i n c ip i o  de a c c iô n . E s te  m etodo fu e  p ro p u e s to  o r ig in a lm e n -  
te  por F ie rz  y P a u l i [^ 2 ] .  La a p a r lc lô n  de l ig a d u ra s  a d ic lo n a le s  so b re  lo s  cam­
pos en in te ra c c iô n ,  re s p e c to  a l caso l i b r e ,  c o n t ra d ic e  e l  c r î t e r i o  f î s î c o  segûn 
e l  cu a l una p a r t î c u la  conse rva  su s p in  y  masa y  p o r ta n to  e l nûmero de g rados  
de l ib e r ta d  aûn en p re s e n c ia  de o t r o s  campos.
O tra  le c tu re  de la  in c o n s ls te n c la  p e rm ite  a f i rm a r  que la  e v o lu c iô n  dada 
p o r ( 5 . a) no es c o m p a tib le  con la s  c o n d ic io n e s  (5 .b )  y ( 5 .c )  pa ra  to d os  lo s  
tiem pos segûn se comprueba de la  su ce s iô n  de e cu a c io n e s  o b te n id a s  a p a r t i r  de 
(5 .b )
(T .K  +m) r. t  + = 0
(Xn- “ m ) Tl. t  t le f .  F. ■=; o (8)
(if.ïL V m ) l l . f .  4- “ an.F. ^ -  L % = o
Por to  ta n to  la s  ecuac iones  que d e s c rib e e  un campo de s p in  s u p e r io r  han de 
c o n te n e r ab i n i t i o  la s  lig a d u ra s  que c o in c id ir â n  en e l l im i t e  de campo e x te rn o  
n u lo  con la s  e x is ta n te s  en e t caso l i b r e .
1.2  SISTEMAS DE ECUACIONES SINGULARMENTE HIPERBOLICAS
.Un campo se puede re p ré s e n te r  en g enera l p o r un v e c to r  de N componentes 
'H '(x )  que s a t îs fa c e  un s is te m a  de ecuac iones en d e riv a d a s  p a rc ia le s  de p r im e r  
o rden  [ 1 2 ] .
(  f  )  =  °  (9 )
donde y ^  son m a tr ic e s  c o n s ta n te s  N x N . (9 ) es una e cu a c iô n  In v a r ia n te  r e ­
l a t i v i s t s  s i  e x is te  una re p re s e n ta c io n '.  S ( A )  d e l g rupo  de L o re n tz  t a l  que
V lx) -  S (M  4r( A'(x-a'i’) (10)
es tam bién s o lu c iô n  de ( 9 ) .
Una c o n d ic iô n  s u f f c ie n te  para  que se s a t is fa g a  es que p i*  y v e r i f iq u e n
5 ( ^ 1  =  / \T  w fS *
, (11)
S (M  p = f
SI se Impone ademas la  e x is te n c ia  de una m a tr iz  h e rm it Ic a  no s in g u la r  
con la s  p ro p iedades
- (  p n
r
\  p'* i '
- L  - t  
\  S t M  \
1  f i'
( 12)
es p o s lb le  d e r lv a r  e l s is te m a  de e cuac iones  (9 ) de un p r in c ip io  v a r la c io n a l .
La in tro d u c c iô n  de una In te ra c c io n  con un campo e x te rn o  se m a n if ie s ta  en 
(9) en la  a p a r ic iô n  de un " p o te n c ia l "  B (x)
q u f s a t ls fa c e  la  c o n d ic iô n  de h e r m it ic id a d  
El campo a u to a d ju n to  '4 ' se d e f in e ;
(13)
(14)
(15)
y  la  d e ns idad  Lag rang iana
_  i  (  ?  t  ^  0 6 )
de la  que se d e r iv a n  la s  e cuac iones  de E u le r-L a g ra n g e  (13) y ademâs
(17)
Si p *  es una m a tr iz  no s in g u la r  e l s is te m a  de e cuac iones  (13) se puede e x p re ­
sar en fo rm a  de e cu a c iô n  de S c h ro d in g e r p o r s im p le  mul t  ip l  ic a c îô n  con ( p ° ]  
cono sucede en la  e cu a c iô n  de D Ira c  (  p - - r n . ]
Por e l c o n t r a r io  s i  es una m a t r iz  s in g u la r  se deduce de ( I 3 ) un c o n -
J u n to  de r e s t r ic c io n e s  so b re  lo s  d a to s  I n ic ia le s  d e l p rob lem a de C auchy. En 
e fe c to :  e l s is te m a  de e cu a c io ne s  (13 ) puede e s c r ib i r s e  en la  fo rm a [ 5 ] .
A*" \  4- C M  -  0 (18 )
donde 4. son m a tr ic e s  h e rm T tic a s  y = - ' • ' ' [ (  f  4- f i ix Y  m a t r i ­
ces a n t ih e rm T t ic a s  como conse cue n c ia  de (1 2 ) y  ( 1 4 ) .
A ° es una m a t r iz  h e rm it ic a  y s in g u la r  (d e t A° = O) que p o se e ra  a l menos un 
v a lo r  p ro p io  n u lo .  Sea P^ e l p ro y e c to r  d e l su b e spa c io  n u lo  de A ° . Se deduce en­
tonces  de ( 18) p o r a p l ic a c iô n  de P^ una r e la c io n  en la  que ha d e s a p a re c td o  la d e  
r iv a d a  tem po ra l d e l campo "4
K \  + K C w )  4 4 4  *  0  (19)
Dado que la s  m a tr ic e s  a '  ( I  = 1 ,2 ,3 )  se re la c io n a n  I in e a lm e n te  con la  ma-
' o I
t r i z  A se t ie n e  P ^A  P^ ■ 0 de donde
F» a ‘  (  1 -  n .) ■*- Po C W ' t i - ' l  =  o  (20)
C o n d ic iô n  que denominaremos en a d e la n te  l lg a d u ra  p r im a r ia .  La r e la c io n  (2 0 ) es 
conse cue n c ia  d I r e c ta  de la  e s t r u c tu r a  c in e m a tic a  d e l s is te m a  de e cu a c io n e s  (1 3 ) ,  
pues depende e x c lu s ivam ente de lo s  tê rm in o s  que acompanan a la s  d e r iv a d a s  de or_ 
den s u p e r io r  (m a tr ic e s  p  ^ )  [ 5 j .
Las e cu a c io ne s  (1B) no c o n tie n e n  p o r ta n to  la  d e r iv a d a  te m p o ra l de compo­
nen te s  P ^ 4 '  s ie n d o  e s ta s  en g e n e ra l,  fu n c lô n  d e l r e s to  de com ponentes ( I 'P ^ j j 'H '*  
En a u se nc ia  de o t ra s  lig a d u ra s  (2 0 ) d é te rm in a  t o t a l  o p a rc ia lm e n te  la s  componen^ 
te s  P ^ 4  » En e s ta  U lt im a  s i tu a c io n  o en e l caso en que (20) sea una r e la c io n  e ^  
c lu s lv a m e n te  e n tre  la s  componentes (1 -P  ) 4  se ra  n e c e s a r ia  la  e x is te n c ia  de l i ­
gaduras s e c u n d a r ia s  d e d uc lda s  a p a r t i r  de (20 ) y ( lB ) ,  en la s  c u a le s  in te r v le n e  
e l te rm in o  B (x ) .  Por ta n to  la s  l ig a d u ra s  s e c u n d a r ia s  dependen de la  e s t r u c tu r a  
d in â m ica  d e l s is te m a  de e cu a c io ne s  ( I 3 ) .
O tra  a l t e r n a t iv e  que se p ré s e n ta  es la  d e s a p a r ic iô n  de l p ro p io  campo ^  en
la s  ecuac iones deducldas a p a r t i r  de l s is tem a I n l c i a l  resu lta n d o .co m o  en d e c - '  
trod fnS m tca  C lâ s ic a ,  la  le y  de conse rva c lô n  de c a rg a . La in v a r la n c la  Gauge e x - 
p re s a , e n ton ce s , la  e x is te n c ia  de un nûmero de g rados de l ib e r ta d  I n f e r io r  a l nû  ^
mero de componentes de l campo.
En e s te  e s tu d io  se t r a ta  In lc la lm e n te  un campo * 4 ^  m asivo que obedece 41^ 
temas de ecuaciones s in g u la re s  con lig a d u ra s  p r im a r ie s  y s e c u n d a ria s . A c o n t i -  
nu a c lô n , se suprim en la s  secunda rias  y por û lt im o  se co n s id e ra n  ecuac iones no 
s in g u la re s .
La form a mâs g e n e ra l de m a tr ic e s  y p  que v e r i f i c a n  ( I I )  y (12) es [3 o ]
Ut)
jy ^  ^V - \   ^^
s i e n d o . u h  c u a d r lv e c to r  y  parSm etros re a le s
El s is tem a  de ecuac iones (9 ) es s in g u la r  s i
p® = o  (22)
o  b ie n
A t  (  =  o  (23)
La In v a r la n c la  d e l d é te rm in a n te  po r tra n s fo rm a c tones d e l grupo de L o re n tz  
Impi Ica
( k t ( p  Ü  = c  ( ( ! ) *
(23) se s a t ls fa c e  s i  C  es n u lo  lo  que de te rm ine  una r e la c io n  e n tre  y
•b ^  (24)
La in te ra c c iô n  d e l campo '4 ^  con  un campo e le c tro m a g n e t ic o  e x te rn o  se 
r e a l iz a  v ia  a c o p lo  m fn im o. Las ecu a c io ne s  de campo con la  s u s t i t u c lô n  
1 3 ^ - '»  T son :
"  t  rt -< .4 )  -H 4 ''" ^ 3  " V  o (25 )
Las l ig a d u ra s  p r im a r ie s  se o b t ie n e n  a p lic a n d o  a (25 ) e l p ro y e c to r  ( P ^ ) ^ ^  
d e l subespac io  n u lo  de la  m a t r iz  Y® p * y  y, que es  de acu e rd o  con
(21)
(A'Vv • ' ( V *■ '‘° ) (26 )
cuyos v e c to re s  p ro p io s  n u lo s  s a t is fa c e n
'5 ' /  =  O (27 )
C ontrayendo  (27) con ■çl* se puede e x p re s a r en te rm in e s  de Y . 17^
4 - Xl ^  u '
(28)
Lo que in d ic a  qu e , s a lv o  en e l caso en e l cua l 1)^1* -  ^  T .  0 ^  lo s
" v e c to r e s "  ^y^J^ no se tra n s fo rm a n  segûn la  le y  ( 2 ) .
El p ro y e c to r  P^ es p o r ta n to
comprobândose
la s  e cuac iones  deduc ldas a p a r t i r  de l s is tem a  I n l c i a l  resu ita n d o .co m o  en E le c ­
tro d in a m ic a  C la s tc a ,  la  le y  de c o n s e rv a c io n  de c a rg a . La in v a r la n c la  Gauge e x -
p re s a , e n to n c e s , la  e x is te n c ia  de un nûmero de g rados de l ib e r ta d  I n f e r io r  a l n ^
mero de componentes de l campo.
En e s te  e s tu d io  se t r a t a  in ic ia lm e n te  un campo ' 4 ^  m asivo que obedece sis^
temas de ecuac io ne s  s in g u la re s  con lig a d u ra s  p r im a r ie s  y s e c u n d a r ia s . A c o n t i -  
n u a c iô n , se suprim en la s  s e cu n d a ria s  y po r û lt lm o  se c o n s id e ra n  ecua c io ne s  no 
s in g u la re s .
La form a mâs g e n e ra l de m a tr ic e s  y  |) que v e r i f i c a n  (11) y  (12 ) es [ 3 o ]
i ( p" i j )  "V
^ (21)
^  "  n  ( -  H  )
s ie n d o  . un c u a d r lv e c to r  y X t  p a ram è tres  re a le s
El s is te m a  de ecuac iones  (9 ) es s in g u la r  s i
p® = o  (22)
o b ie n
A t  (  =  O (23)
La In v a r la n c la  de l d é te rm in a n te  p o r tra n s fo rm a c io n e s  de l g rupo  de L o re n tz  
impi Ica
< k t (  p  4 )  = C
( 23) se s a t ls fa c e  s i  C  es n u lo  lo  que d é te rm in a  una re la c io n  e n tre  A 1 y
^  ^1 --  ^  2  (24)
deï campo con un campo electromagnet îco externo  se
Tnlmo. Las ecuaciones de campo con la  s u s titu c lô n  
% son:
p . 4- r t  - { . t )  °  ( 2 5 )
rim arias  se obtienen apiicando a (25) el proyector (P ^)» ^  
de la m atriz  = - l  que es de acuerdo con
V i'fo  V  4.x -  Y » > f “  )T  r  ^  j  (26 )
os nulos %  satis facen
) con se puede expresar ü;, en terminas de Y .
(28)
a lvo  en el caso = ^ /%  en e l cual ^  T .  %  los
e transforman segun la  ley (2 ) ,
es por tanto
(30)
(p .) = (P ,)
i ( p „ r ‘
>
Dada la  form a de b a s ta  m u l t l p l l c a r  pe r la  Iz q u le rd a  (25 ) p o r
te n le n d o  en cu e n ta  (24) pa ra  o b te n e r  la  l lg a d ^
ra  p r im a r la
U  K " - H '  -  t  +
(31 )
En e s ta  e x p re s lô n  desaparecen todos Io s  te rm in e s  en d e rfv a d a s  te m p o ra le s  
como es o b v ie .
SI ^  1 /2  podemos s im p i I f I c a r  e s ta  e x p re s lô n  c o n s Id e ra b le m e n te :
4 -3  +  2^3
(32 )
donde k, -  5 . a  + |%»a .
SI 'S i_ "  1 /2  en tonces *  3 /8  y (3 1 ) r é s u l ta
(  H ^  -  4 ) m  -y. =1 O (33 )
D Is tlngam os dos casos 1*) ^  1 /4 ;  (33 ) = =^ "T - 'V * ' 0 .  2®) =  1 /4 ;
( 33) y ( 31) se v e r i f le a n  t r lv ia lm e n te  no e x is t le n d o  n inguna c o n d lc io n  sobre
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6 4  • Este hecho m uestra  la  e x ls te n c la  de {n v a r îa n c la  Gauge.
En e fe c to :  sea una so lu e  Io n  de l s is te m a  de e cu a c lô n  (25) con
^ ^ T ’ ^ 2 ’ ^ 3 ^  “  '  F  * ' en tonces  la  tra n s fo rm a d a  Gauge de " 4 ^
(34)
donde ^ ( x )  es un s p ln o r  de D Ira c  a r b i t r a r i o ,  es tam b lên  s o lu c Io n  de ( 2 5 ) .  E v l-  
dentem ente se v e r  I f I c a :
(x « i A  -  ^  A  -  a  n ^  A  4- A  4- m  A  =  o
E l campo gauge A .  (x )  puede e le g ir s e  de manera que If.H " -  o  to  que nos d e - 
vue  Ive  a l caso  I® ) .  E s ta  In v a r la n c la  gauge reduce a 12 e l ndmero de componentes 
In d e p e n d le n te s  d e l campo.
P ara e s tu d ia r  la  e x ls te n c la  de I Igaduras  a d ic lo n a le s  regresam os a (25 ) y 
contraem os con Ig /* y
a v , )  n . t  4- x a x t  +- ( M V j - O ' ^ x t  =  o
[  ( ^ i - ^ l ' )  x t l  -  t  f . F ]  X . Ÿ  +
+  ]  T t - t  +  I e  X  F. Y  = 0 (36 )
donde se ha u t i l I z a d o :
-ç l' TTC .  -  X . ( t  4-
x .n ,  = x . n  4- c e X P ^
( X .n ) ^  -  Ti’ - -  J
N o ta :
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SI /  1 /2  mul t lp l lc a n d o  (35) po r la  Iz q u le rd a  con -  A i)  -  wv. y
e lim ln a n d o  I os te rm ln o s  en p o r medio de ( 36) r é s u lta
[  a  t . t i  + 1  <t. f ] x y  +- A C a ^ -1 ) ^  x . F  Y = o
donde a = -  6 ^ 4 -  C 4- -  1
E sta  fô rm u la  se c o n v le r te  en una l lg a d u ra  s i  a = 0 , es d e c lr  cuando
X 9 = 3 X ,  -  4- i
(37)
(38)
A p a r t i r  de (35 ) y (37) se exp resan  Y en te rm in e s  d e l campo e x ­
te rn e :
r ( t i - M - t . n + ( i f  P
(a;,-,')"" L '  1  ^ '  JL J (1,0)
donde ?>■“  -  à  C Y
En e l IT m Ite  de campo e x te rn e  n u lo  ïÿ.u -> (39 ) y  (40 ) c o ln c îd e n  e x a c ta -
mente con la s  c o n d ic lo n e s  s u b s id ia r ie s  de la  e cu a c lô n  de RS l i b r e  ( 1 .1 -b )  y 
( 1. 1- c ) .  ( 32) y ( 39) reducen a 8 e l numéro de componentes In d e p e n d ie n te s  de l 
ca m p o ,In c Iu so  en p re s e n c la  de campo e le c tro m a g n e tIco  e x te rn o .  Queda po r ta n to  
superada la  In c o n s is te n c ia  a lg e b ra ic a  e s tu d ia d a  en ( 1 . 1 ) . La f a m l l ia  un Iparam é- 
t r I c a  de ecuac lones  (  V i }  que s a t ls fa c e n  (24) y ( 38) es un buen c a n d id a te  para 
la  d e s c r Ip c iô n  de un campo de s p in  3 /2 .
Cuando a /  0 (37) se c o n v le r te  en una ecua c lô n  pa ra  que en e l caso 1^
b re  es la  e cu a c lô n  de O lra c  de masa
( I T ' S  -  t . t  =  ”
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El campo t ie n e  a h o ra  12 g r  ados de U b e r ta d .  O bservândose ademlls que (25 ) 
depende de dos p a ram e tros  y con ^  3 X, — 3 ^ 4  + d. la  c u a l deno-
tarem os s Im bo llca m e n te  p o r RS*. Anâlogam ente la s  e cu a c lo ne s  (2 5 ) no s in g u la re s
( ^ 2  ï* ^  Xy -  X4 4 - ^ )  depend le n te s  de t r è s  parS m etros y  se dénota
ran  p o r R S **. La a u se n c la  t o t a l  de 1 Ig a du ra s  supone la  Indep e n d e n c la  de la s  16 
componentes d e l campo "4^  de RS* . En RS* y  RS** lo s  4 y 8 g rados  de I Ib e r ta d» *
a d ic lo n a le s  co rresponden  a uno y dos campos de s p in  1 /2  re s p e c tIv a m e n te .
Complétâmes e l  e s tu d io  de lo s  s is te m a s  (25 ) s in g u la re s  con lo s  casos
X ,  -  1 /2 .
En e l p r im e ro  X^ y  1 /4  y p o r ta n to  de (35 ) y (36 ) se t Ie n e
Hf = ® (42 )
( Y . a -  a m ) n .Y  a i e  x F .  Y  = o
No es p o s ib le  o b te n e r  1 Igadu ras  a d ic lo n a le s  a l margen de (4 2 ) :  El campo t ie n e  
12 g rados de I I b e r t a d .
SI ■ 1 /4  la  (35 ) es t r i v i a l  y  (36 ) no es una l lg a d u ra  p o r lo  que e l 
campo t ie n e  tam blên  12 g rados de 1 Ib e r ta d .
Resumimos todos  lo s  casos de ecu a c lo ne s  s in g u la re s  e s tu d Ia d o s  d ib u ja n d o  en 
e l  p ia n o  ( X ^ , X ^ ) la  p a ra b o la  (38 ) de e cu a c lo ne s  de 8 com ponentes In d e p e n d ie n ­
te s  y  la  re c ta  1 /2  que c o r ta  a la  p a râ b o la  en la  e c u a c lô n  In v a r ia n te  gau­
ge de 12 componentes (  X v , X j )  =  (  £  ,
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El con ten  i do de masa y  s p in  de la s  te o r fa s  co n s îde ra d a s  (RS, RS*, RS ) no 
d é te rm in a  un fvocam ente  la  d e n s id ad  L a g rang iana  X ;)  e x îs t le n d o  una r e l £
c l6 n  e n tre  s o tu c to n e s  de e cu a c lo ne s  con d is t in t o s  pa ra m e tro s
En e fe c to ,  sea q ^ ( 4 ,  la  den s id ad  L a g ra n g ia n a
XvW -   ^ W (TTL-.m) Y -  Xi 4.R T. Y F
4- X» Ÿ.r XH X Y  + mX) ^ , 'f  x Y J  (44)
en la  cu a l la s  d e r iv a d a s  a c tu a n  sob re  e l campo con lo  que oC  " o  es "m a n l-
f le s ta m e n tc "  r e a l .
SI se e fe c tu a  una tra n s fo rm a c lo n  s im u ltâ n e a  d e l campo
Y = > * ® "V (45)
y lo s  p a rim e tro s
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vl A4 +
 —
> 4- 1 9
4 e
0  > , ^ 1 0 X4 + 2 © 4 -6 0 ^
------------------- ( T n 7 ? ) ï —  < « '
jJ _ >3 +- 2 9  4- M ©^
[4  » q © )^
se t ie n e
o C irM  V o£c<^':^
SI Y  es s o lu c lô n  de la  e cu a c lô n  de E u le r-L a g ra n g e  (25 ) con lo s  p a râ m e tro s  
X ' e n tonces  dada p o r (45) serTa s o lu c lô n  de la  misma e c u a c lô n  con lo s  pa ­
rS m etros  dados p o r  (4 6 ) ,
Se comprueba que la s  r e l a d ones (24) y  ( 38 ) son In v a r ia n te s  b a jo  la  t r a n s -  
fo fm a c lô n  ( 4 6 ) .  Tamblên lo  es la  re c ta  X^ = 1 / z
E l p u n to  X^ = ( y  « ^  « ^ )  Gs e l d n ic o  p u n to  f i j o  de la  t ra n s fo rm a c lo n  (4 6 ) .  
Ademas es e l  p u n to  a l que se ap ro x im a  a s in tô t ic a m e n te  e l tra n s fo rm a d o  de un puin 
to  c u a lq u ie ra  cuando 9  -*■ ± «« es d e c l r  I X -  X@| r  0 ( V g )
E l c o n ju n to  de t ra n s fo rm â c Iones (45 ) con 9  ï* -  1 /4  es un g rupo  un lpa ram S - 
t r I c o  con la  le y  de p ro d u c to
donde ÿ ^ 4 * e x > ' ^ u
5 lendo  e l e lem en to  u n id a d  "T ^ ^ (o )  = y e l  In v e rs e  de T ^  * ®)
Las ô r b i t a s  de (4 6 ) en e l p ia n o  C X» , X-j )  son p a ra b o la s  cuyo v ê r t î c e  pasa 
p o r e l pu n to  ( j  , ^ )
(48 )
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A» - (1,9)
s lendo  la  razôn  . O bserver que en e l IT m tte  ^  ±  o o  gg o b -
t le n e  la  p a râ b o la  (3 8 ) .
SI V v j *♦ 2  la s  p a ra b o la s  tîe n d e n  a la  s e m ire c ta  s u p e r io r  o  I n f e r io r  
1 /2  y ^  l / l» .  La F tg .2  c a ra c te r iz a  la  c o n fIg u ra c îô n  to p o lo g ic a  de l e s -  
p a c lo  de la s  ecuac lo ne s  (2 5 ) .  Todas a q u e lla s  e cu a c lo ne s  s itu a d a s  sob re  la  misma 
o r b i t a  d e s c r Ib e n , e s e n c la lm e n te , la s  mismas p ro p îedades  f î s î c a s .  Los o b s e rv a ­
b le s  fT s Ic o s  no dependen de la  e le c c l6 n  de p a ra m e tro s , In te rv în le n d o  e x p lT c l ta -  
mente en la s  f u n d  ones de Green de lo s  campos, lo  que Induce a pensar en una de^
pendenc la  de la  m a t r iz  S d e l c o n ju n to  ^ X -{ ]  . S In  embargo e l têorem a de cambio
de v a r ia b le s  en te o r îa  de campos deb ido  a K am efuchI-R aI f e r t a  Igh -S a lam  [ 2 0 ]  ase -
gu ra  la  In v a r la n c la  de la  m a tr iz  S b a jo  tra n s fo rm a c lo n e s  p u n tu a le s  de campos y
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parS m etros  d e l t lp o  d e s c r i to  p o r (l»6) y (4 7 ) .
Por û lt im o  se c o n s id e ra râ n  en e s te  p a rS g ra fo  la s  p ro p îe d a d es  m ê tr lc a s  de 
la s  e cu a c lo ne s  s In g u la rm e n te  h Ip e r b o lIc a s  ( 2 4 ,2 5 ) .
Seën S 'i y %, dos s o lu c lo n e s  d e l s is te m a  de e cu a c lo n e s  (.13) donde B(.x) s ^  
t is f a c e  la  c o n d ic lo n  de h e rm it ic id a d  ( 1 4 ) .  Entonces e l b l l in e a l
3 , ^  w  =  -  :  % " )  p * "  ( ; , )
es una c o r r le n te  conservada
\  "  °  ( 5 t )
Es p o s ib le  d é f i n i r  un p ro d u c t©  e s c a la r  de la s  dos fu n d o n e s  ^  ^
, . (5 2 ,
s lendo  S  una s u p e r f ic ie  de In te g r a d ô n  t lp o  e s p a c lo .
E l p rod u c t©  es In d e p e n d le n te  de la  s u p e r f ic ie  de in te g ra c l6 n  e lé g j_
da pues a p llc a n d o  e l Teorema de Gauss y  la  le y  de c o n s e rv a c lé n  (51 )
<  'h ,  J "^^ ( "^4 '^a-) =  o
SI e le g im o s  s u p e r f ic ie s  de tie m p o  c o n s ta n te  ( t  = c te )  en (52 ) se t ie n e  
<  4-4, % . >  =  J 4-4 A °  %  ( g ) )
s le n d o  A° = una m a t r iz  b e r m ît Ica  lo  que hace de (53 ) una buena d é f i n i -
d ô n  de p rod u c t©  e s c a la r .  Sus v a lo re s  p ro p lo s  se o b t ie n e n  de la  e c u a c lô n  c a ra c -  
t e r î s t î c a :
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2Xi - (Xi-X<) *<L ( Xa ■ X») ( Xa -X»)
(Xj-V\')6(i A -  X j  -  ■><■ - I  Xz tX i
i Xj. 5^ 4 -  Xa -  ^ — I Xj. '2 i
( -L Xa. 7% (X z Z i
A- Va. -X
=  (  A (54)
SI se v e r I f  Ica  (24) lo s  a u to v a lo re s  de A° son
X ■ 1 (d e g e n e ra c lô n  = 8)
X "  2 ( -3  A j  + 3 -  1) (de g e n e ra c lô n  = 4)
X ■ 0 (de g e n e ra c lô n  = 4)
El p r im e r  a u to v a lo r  co rre sp o n de  a componentes de s p in  3 /2  m ie n tra s  lo s  
o t r o s  dos a componentes s p ln o r la le s .  Una de e l la s  da una c o n t r ib u c lô n  nu l a a la  
norma en cuyo caso se o b t ie n e  una l lg a d u ra  p r im a r la  o una In v a r la n c ia  gauge so­
b re  e l campo . Las re s ta n te s  c o n tr lb u y e n  con s ig n o  menos a la  norma cua lq u le ^  
ra  que sea e l v a lo r  de . El papel de la s  1Ig adu ras  se c u n d a rla s  en RS es e l 
de f i j a r  e s ta s  componentes de form a que e l p roduc t©  e s c a la r  r e s t r I n g ld o  a l sub- 
e s p a c lo  de componentes In d ep e n d ie n te s  sea d e f ln ld o  p o s i t iv e .  En a u se n c la  de I I -  
gaduras se cu n d a rla s  estamos avocados a una m e tr ic a  In d e f In ld a .  E sto  mismo o cu - 
r r e  s i (24) no se s a t ls fa c e ,  pues la s  ra lc e s  de l segundo te rm in e  en (45 ) no pue^ 
den se r ambas p o s i t iv a s .  E fe c tIv a m e n te , supongamos que lo  fu e ra ,  en ton ce s
(5 5 .a) 
( 5 5 .b)
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La p r im e ra  e cu a c lô n  d é te rm in a  en e l p ia n o  (  V i ,  '^ 2. ')  la  re g lô n  s u p e r io r  l lm i ta d a  
po r la  p a râ b o la  A  ^ ^  A ^  -  A ^  + y  , que es d is ju n ta  de la  ré g io n  I n f e r i o r  lj_
m ftada  p o r la  re c ta  ^ 2  “  y  A ^ , lle g a n d o  a una c o n t ra d ic c lô n .
En base a e s ta s  c o n s Id e ra c tones se s tg u e  que la  un Ica  t e o r la  con m e t r ic a  de 
f i n  Ida  p o s i t iv a  es la  te o r îa  de RS con 8 g rados  de I I b e r t a d .  S In  em bargo una nu£ 
va In c o n s is te n c ia  v ie n e  a sumarse a la s  ya co n o c id a s  pues pa ra  campos e x te rn e s  
s u f Ic le n te m e n te  In te n s e s  e l p ro d u c t©  e s c a la r  d e ja  de s e r  d e f ln ld o  p o s i t iv e  [ 6 ] .
En e fe c to ,  e l l ja m o s  A ^ = A ^  » = 1 p o r s Im p I Ic id a d ,  e n to n ce s  e l  p roduc
to  ^  \  dado p o r (44 ) e s ;
j [ V. % -(v î)(3.i)] A A- 7, A
donde A ° j = t ie n e  e l e s p e c tro
' d ' ( A ® ) =  {  l ( d * < i 8 ) , - 2 C d » « ^ H ) , 0 ( d « j H ) ^
Las f u n d  ones 4'^ y  han de s a t ls f a c e r  la  l lg a d u ra  (32 )
( a - U « ) . 4 r  -  V . +  -  O (g y )
que p e rte n e c e n  a l su b e spa c lo  a s o c le d o  a l p ro y e c to r  Q
Q î j  =  S i,  -  \  ' ' i  (58 )
con v .v *  =. un o p e ra d o r I n v e r t i b le .
El p ro d u c t©  ( 5Ô) se e s c r ib e  en e l su b e sp a c lo  Q
V
(59)
Las p ro p îe d a d es  de p o s 1 1 Iv id a d  d e l o p e ra d o r Q A^Q  son a n â lo g a s  a la s  de su 
In v e rs o  C = (Q A® Q)  ^ cuyo e s tu d io  se re a l Iza  en e l C a p î tu lo  I I I .  La c o n d u s iô n
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mas Im p o rta n te  es la  e x ls te n c la  de un campo m agnetic©  c r î t i c o  B = p o r en-
clma de l c u a l C y  po r ta n t©  QA Q deJa de s e r d e f ln ld o  p o s i t iv o .  El p ro y e c to  Q 
hace I n te r v e n i r  para  campos e levados  la s  componentes de norma n e g a tiv e  d e l cam­
po.
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i l l .  HIPERBOLICIDAD DE SISTEMAS DE ECUACIONES NO SINGULARES
11.1 SISTEMAS DE ECUACIONES HIPERBOLICAS
La d e s c r ip c iô n  m a tem a tlca  de fenomenos p ro p a g a to r  lo s  en una t e o r la  re lat_t_ 
v is t a  se r e a l I z a  p o r m edio  de fu n e lo n e s  de onda o campos ^ ( x )  que s a t ls fa c e n  
s is te m a s  de ecu a c lo ne s  h Ip e r b o lIc a s .
ConsIderem os una e cu a c lô n  In v a r ia n te  r e l a t I v i s t a  g e n e ra l
-  °  ( 1 )
donde ^  es un campo de N com ponentes, (u ) y p ( u )  m a tr ic e s  N x N  depend le n ­
te s  de un campo e x te rn o  u que se tran s fo rm a ©  b a jo  un e lem en to  ( a .  A )  d e l g rupo  
de P o in c a ré
S( S( A) -
s le n d o  S (A  ) una re p re s e n ta c îô n  d e l g rupo  de L o re n tz  y u ' e l tra n s fo rm a d o  de u .
El s is te m a  de ecua c lo ne s  (1 ) es s im p lem en te  h ip e r b ô l ic o  en un s is te m a  de 
r e fe r e n d a  K s i  todas la s  r a lc e s  n ^ ^ ^ , . .  de la  e cu a c lô n  c a r a c t e r f s t  Ica  [3 2 ^
=  \ -  O (3 )
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son re a le s  para  cada v e c to r  u n l t a r l o ”? , y lo s  v e c to re s  s a t ls fa c e n
=  O i  ( - / - " (  Al (4 )
y son lln e a lm e n te  In d e p e n d ie n te s , form ando una base d e l e s p a c lo
El s Is te rna  se denomlna e s t r ic ta m e n te  h ip e r b ô l Ico  s i  todas la s  r a lc e s  n^^^ 
son d i s t ln t a s .
Las s u p e r f ic ie s  cuya normal s a t ls fa c e  (3 ) se denominan s u p e r f ic ie s  c a -
r a c te r T s t lc a s .  El problem a de Cauchy es r e s o lu b le ,  a l menos p a ra  tlem pos peque- 
Ros, sob re  s u p e r f ic ie s  no c a r a c te r f s t Ic a s .  La maxima v e lo c id a d  de p ro p a g a c iô n  
pa ra  e l J -é s lm o  modo v Ie n e  dada p o r la  pend le n te  de la  J -ês Im a  s u p e r f ic ie  c a ra £  
t e r î s t i c a
La d e riv â d a  norm al de l campo a tra v e s  de e s ta  s u p e r f ic ie  es d is c o n t in u a  y 
su d is c o n t in u ld a d  p ro p o rc lo n a l a l v e c to r
C
O bserver que la  n o c lô n  de h ip e rb ô lIc id a d  Impone c le r ta s  1 Im lta c lo n e s  a l 
campo e x te rn o  u que denominaremos c o n d ic lo n e s  de h ip e rb ô l Ic id a d .
La In v a r la n c ia  fo rm a i r e l a t i v i s t a  d e l s is te m a  ( l )  dada po r (2 ) pa rece  a se - 
g u ra r  e l con te n Ido r e l a t i v i s t a  de la s  te o r fa s  y en p a r t i c u la r  la  c a u s a lId a d  en 
e l s e n tid o  de E in s te in  de p ropa g a c iô n  de s o lu c lo n e s  con v e lo c id a d  I n f e r io r  a 
la  de la  lu z  c = 1. S In  embargo V e lo  y Z w a n z Ig e r(^6 J m o s tra ro n  en 1969 en e l e ^  
tu d io  de la  e cuac lôn  RS de s p in  3 /2  que d ic h a  s u p o s lc lô n  e ra  f a ls a ,  h a lla n d o  vie 
lo c îd a d e s  de p ro p a g a c iô n  s u p e r lu m in a le s . E ste  re s u lta d o  ha a p a re c id o  p o s te r lo r -  
mente en numerosas ecuac lones  de s p in  s u p e r io r  en In te ra c c lô n  [ 7 , 2 5 , 2 8 ] .
Demostraremos a c o n t in u a c Io n , en e l caso p a r t ic u la r  de RS en a c o p lo  m fn i-
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mo, la  e q u iv a le n c ia  e n tre  un s is te m a  de ecua c lo ne s  s in g u la rm e n te  h ip e r b ô l I c o  
( 1. 13) y  un s is tem a  de e cu a c lo ne s  h ip e rb ô lIc o  ( I I . I )  que co n se rva  en su e v o lu -  
c lô n  la s  IIg a d u ra s  d e l a n t e r io r .
11.2 CAMPO RS EN ACOPLO HIHIHO
La e cu a c lô n  de RS es (1 .2 5 )  con A i  y X j  fu n c lô n  de (1 .2 4 ,2 9 ) .
y e s tâ n  dadas en té rm în o s  de l campo e le c tro m a g n e t Ic o  e x te rn o  Fÿm,
p o r  ( I .3 9 ,4 0 ) .  S u s titu y e n d o  e s ta s  r e la c l o n e s  en (1 .2 5 )  r é s u l t a ;
V  ^ >■( >  ■<•'1 + “ ■
<  {  =  °  (7 )
e c u a c lô n  de la  form a ( I ) .  No es d i f i c i l  com probar que (7 ) co n se rva  la s  I Ig a d u ­
ra s  ( 1. 3 2 , 39) .
La ecua c lô n  c a r a c te r f s t  Ica  se o b t le n e  reem plazando en la  p a r te
p r in c ip a l  de (7)
D l " . ? )  ’  I *
E l c â lc u lo  de e s te  d é te rm in a n te  para  todos  lo s  v a lo re s  de es com piIca^ 
do s le n d o  e l re s u lta d o  In d e p e n d le n te  de X j , lo  cu a l c o n firm a  la  e q u iv a le n c ia  
f f s I c a  de la  f a m l l ia  de e cu a c lo ne s  de RS — V4 [ 6 ] .
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SI se buscan s u p e r f ic ie s  c a r a c te r f s t  Icas t  = c t e ,  e n ton ce s  n ( l , ^ )  y
(9 )  queda:
[ ) ( « , F )  -  y\^^ (  1  ^  (10 )
que se s a t ls fa c e  cuando ^  * Para v a lo re s  de campo m agnetic©  s ^
p e r  lo re s  a I e r f t I c o  la  e cu a c lô n  (7 )  d e ja  de se r h ip e r b ô l le a .  Para campos ma£
n e t Ic o s  d é b ile s
la  e cu a c lô n  es h ip e r b ô l Ic a .
E l v a lo r  d e l campo c r î t i c o  B c o ïn c id e  con e l o b te n id o  In ic ia lm e n te  por 
Johnson y Sudarshan en la  c u a n t I f ic a c lô n  de R S [5 ]p a ra  la  p e rd  Ida de p o s I t iv id a d  
en la s  r e la c lo n e s  de a n tic o n m u ta c lô n  de l campo.
Las v e lo c îd a d e s  c a r a c te r f s t Ic a s  de lo s  modos de p ro p a g a c iô n  " e x t r a o r d ln a -  
r l o s "  (n^ 4  0 ) v e r  I f  le a n :
-
( 12)
SIendo n ^ ^  1 pa ra  to d o  v e c to r  u n i t a r lo  n .
SI B ->  B^ en tonces  l no)
La no In v a r la n c ia  r e l a t i v i s t a  de (11 ) se h a l la  en fn t im a  c o n e x iô n  con la  
a p a r ic iô n  de v e lo c id a d e s  s u p e r lu m in a le s , c o n s t Itu y e n d o  una c a r a c t e r f s t ic a  gene­
r a l  de s is te m a s  de ecuac lones  de la  form a ( l ) .  Este  hecho se e n u n c la  en e l te o ­
rema co n e x iô n  c a u s a lId a d -c o n d îc lo n e s  de h ip e rb ô l Ic id a d  [ 2 9 } .
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"Las  c o n d ic lo n e s  de h Ip e rb o lIc id a d  de (1 ) son In v a r ia n te s  s i  y  s o lo  s i 
la s  v e lo c id a d e s  c a r a c te r f s t ic a s  ve r i f  lean | n ^ | ^  1 para c u a lq u le r  d ir e c c lô n  e s -  
p a c la l ^  ( |n I  = 1 ) " .
La dem o s tra c iô n  se basa en p rop îedades  g e o m é trIca s  de conos de norm ales 
que s a t ls fa c e n  (3 ) .  En la  m ayorfa  de lo s  casos con o c id os  e l d é te rm in a n te  c a ra c ­
t e r f s t  ic o  (3 ) puede e xp re sa rse
p (n ,U L )  ^  T T  (13 )
k . l  r
lo  c u a l es r ig u ro sa m e n te  c le r t o  s i  N es p a r y ( t )  es In v a r ia n te  b a jo  In v e rs td n  
tem pora l [ 2 9 ] .
En ause nc la  de campo e x te rn o
t i M, DC»,o) = C"’')
/|(A
e l te n s o r g ^ ^  (u ) jue g a  e l papel de m é tr ic a  g e n e ra lizada  a s o c ia d a  a l k -é s im o  
modo de p ropagac iôn  [ 9 ] -
Las c o n d ic lo n e s  de h ip e rb ô l ic id a d  se o b tie n e n  d ire c ta m e n te  de la s  p ro p le d £  
des de g ^ ^ ^ . La normal Wy. *  la  k -és im a  s u p e r f ic ie  c a r a c te r f s t ic a  s a t ls fa c e
r
=  0  (15 )
r
S i g^^^ (u ) /  0 en tonces  (1 5 ) es una e cu a c lô n  de 2" o rden  para n^*^^ con 
f i jo . c u y a  s o lu c lô n  e s :
"° = (1 0  
00
■ C '  F<ï> - C '  .
(16 )
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La e cu a c lô n  es h ip e rb ô l Ica  cuando n^*^^ es re a l Vrf lo  que Impi ic a  h  ^ (u ) 
es una m a tr iz  d e f in id a  p o s i t iv a  para  to d o  k *  l , . . , N / 2 .
SI (u ) "  0 para a lg ü n  k en ton ce s  n ^  = n (1 ,0 )  es s o lu c lô n  de ( 3 )  y la  
e cu a c lô n  d e ja  de s e r  p rop  lam ente h ip e rb ô l Ic a .
I lü s tre m o s  lo  a n te r io r  con e l e s tu d io  d e l te n s o r  m e tr I c o  de lo s  modos ex- 
t r a o r d ln a r lo s  de RS
de donde
(17)
Los v a lo re s  p ro p  lo s  de h..son p o s i t iv e s  s i  se v e r  I f  lean  { —  = 1 )  
4  7
-  ( e . b V  > o (19a)
+ i * " -  ( e - >  o (19b)
- ■k c M >  o (19 c )
De (19a) y (19b) se deduce
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>1 -  >  0 ( I9 d )
que im p lie d  todas la s  demâs.
La c a u s a lid a d  de una e c u a c lô n  queda asegurada  s i  la  c o n d ic lô n :
■>  °  V K
00
(20)
es In v a r ia n te  L o re n tz .
En e fe c to :  la  e cu a c lô n  ( l )  es ca u s a l s i
( a's, As)  >  o V k  V A  6
s le n d o  S un v e c to r  de t ip o  tie m p o . E n to n ce s :
W  ( S , s )  >  o
denotando p o r u ' = A  u e l tra n s fo rm a d o  de u b a jo  A  E" c C ,
SI se e l lg e  S = ( 1 ,^ )  se o b t ie n e  (2 0 ) .
11 .3  CAMPO RS* CON ACOPLO MINIMO
El e s tu d io  d e l campo RS* de 12 g rados  de I ib e r t a d  se s I m p I i f  lea  con la  
e le c c lô n  .X j *  0 , "  1 /2 ,  A 3 "  b . La e c u a c lô n  de campo (1 .2 5 )  es
4- 1  t  - O  (21)
de donde se deduce ( I . 37)
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(22)
m \ j ^  y b se re la c io n a n  p o r:
M l  =  (23)a.Cb-f) ^(.3rX-f^*hL)
Combinando (21) y (22)
(24)
E sta  e cu a c lô n  conse rva  la s  I Ig a d u ra s  de la  e cu a c lô n  s in g u la r  (2 1 ) .  La e cu a c iô n  |
c a r a c te r f s t Ic a  es i
D e , F )  =  I ■ « •A  (25 )
(24 ) es h ip e rb ô lIc a  y  ca u sa l pa ra  todos lo s  v a lo re s  de
Las ecuac lo ne s  con A   ^ =* 1/2  y *  0 son ta n b ié n  c a u s a le s :
( ■ « • . n . - J  fî t  = o
D («,f; =  1^  «19^  -  i  > ' '^ 1  *  AC"*-)*
(26)
(27)
\El caso  A  “  A puede re d u c irs e  a l a n te r io r  re a liz a n d o  una tra n s fo rm a c îôon
Gauge d e l campo ta l  que 'î f .  “  0 . Las e cuac lones  ( 1.2 5 ) no s in g u la re s  con
a c o p la m ie n to s  no d é r iv â t îv o s  son au tom âticam en te  h ip e rb ô l ic a s  y c a u s a le s  con
n^ = 0.
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11.4 ACOPLOS TIPO PAULI
Has ta  e l p re s e n te  se ha c o n s id e ra d o  e l a c o p lo  m fnimo d e l campo con
e l p o te n c la l v e c to r  La In te ra c c lô n  puede e x te n d e rs e  a a c o p lo s  de t lp o  Pau­
l i  con e l p ro p io  campo e le c tro m a g n e tIc o  . La d e n s id ad  L a g ra n g ia n a  a m p lla d a  
a e s te  t lp o  de a c o p la m ie n to s  es
-  o (o  +  o f  (28 )
y
4. X x  ■^.'C  + - t - X j
J .  i  e  I ' t X A ' V  -  X 4 A . f  - X 4 4% A Y .
° ^ m ln  ‘
« C p , „ . r  T . T
T ^ p  es e l te n s o r  mas g e n e ra l c o n s t r u lb le  a p a r t i r  de l te n s o r  de campo 
e le c tro m a g n e t Ico  F ^^  (A pend lce  B) de form a que | co n se rve  la  p a r Idad
>  -  +  %  V  «■• F -  (  % Ÿ  +  ‘ '3  ' ' '■
con qg , q ^ ,  q^ re a le s .
Las e cuac lones  de campo son
- X 4 - y  n . t  - X 4 T f  + X i y  = 0  ( 30)
En RS la  e x ls te n c la  de I ig a d u ra s  se cu n d a rla s  Impone r e s t r Ic c lo n e s  s o b re
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. En e fe c to  s i  X   ^ -  1 la  l lg a d u ra  p r im a r la  se o b t le n e  tomando = 0 en
(30)
( a -  k s y ?  -  = ° (31)
SI /  0 (31 ) s e r v l r f a  para  d e s p e ja r  en fu n c lô n  de Tj, y la  te o r îa  te n d r îa
12 g rados de 1 Ib e r ta d .  La c o n s e rv a c lô n  de l numéro de componentes In d e p e n d le n te s  
a l c o n e c ta r  e l campo e x te rn o  se lo g ra  con un te n s o r  a n t ls im é t r î c o  ^
c|jj ** 0 y r e a l .  1  depende de 3 pa ram etros  q ^ , y  q ^ .
El p ro c e d Im le n to  d e s c r I to  en (1 1 .2 )  no es d ire c ta m e n te  a p l lc a b le  a l e s tu ­
d io  de la  h ip e rb ô l Ic id a d  de R S -P au ll ya que a l s u s t I t u i r ' f . ' J '  V en (30 ) d£
das p o r:
t  =  g ;  -6^ ■ « .? .+  A . T . t  (32a)
T' t  -  +- i ^ )  X t  -  £  T . T  t  (32b)
se în tro d u c e n  d e riv a d a s  de 2 "  o rd e n . E s to  o c u r re  porque  (32a) no es p ro p  lam ente 
una l lg a d u ra  d e b id o  a l té rm in o  . Shamaly y  C a p rl e s tu d la ro n  la  h lp e rb o lJ _
c id a d  de e s te  a c o p lo  descom ponlendo en una componente t r a n s v e rs a l
( t I . V = o )  y lo n g i tu d in a l  4*
1 ) .  =  3- 31/. 4  (33)
y h a lla n d o  un s is te m a  de e cu a c lô n  acop lada  para  lo s  campos y [ 26] .
Del e s tu d io  de l d é te rm in a n te  c a r a c te r f s t  Ico  (20 x 2 0 )  de e s te  s is te m a  o b tu -  
v le ro n  como c o n c lu s iô n  la  e x ls te n c la  de v e lo c id a d e s  s u p e rlu m in a le s  p a ra  todos 
lo s  v a lo re s  de q ^ , 82 ^ Y la  Im p o s ib lI id a d  de s u p r im ir  la  in c o n s is te n c ia  de 
V e lo -Z w a n z Ig e r. E ste  r e s u lta d o  se o b te n d râ  po r o t ro s  medios a l a n a lîz a r  la s  re ­
la c  lones de a n tic o n m u ta c lô n  de '4 ^  .
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SI e l campo es de 12 grados de I ib e r ta d  no es n e c e s a r lo  e x i g i r  a n t l s l -  
m etrTa a
Cuando ”  1 /2  y  X ^ /  1 /4  la  l lg a d u ra  p r im a r la  queda
4- _ ! —  -f .T . >V = ®
F In a lm e n te  la  In v a r la n c ia  Gauge de la  ecua c lô n  A "  se m an tle n e  s i
'  o  (35 )
fô rm u la  que se s a t ls fa c e  Independ len tem en te  de ^  s i
(36 )
11.5  CAMPO RS* CON ACOPLOS TIPO PAULI 
La e c u a c lô n  de campo e s :
A 'G.n. Y . f H T u  =  o  (37)
5 lendo  b /  1.
A l c o n tra e r  con "Çf* y n T  se o b t le n e :
a n.iy 4 .^TL Y +- (Hb-l)'TA'f.Y — S'.T. Y = o (3ga)
4  ^  4  Tv>k 'G . f  4  ie ^ f .F .  ^  -  r i . T . Y  =  o (38b)
La l lg a d u ra  p r im a r la  es consecuenc ia  de (37) p a ra  j X  =  0  y (38a)
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D’e (3 9 a ,b )  sedbducen:
-4 j ^ a i c T F .  + ^ °  (i»oa)
T t . t  -  T T  Y
,2, (2 m -* " '» }  Cm
-  j  p . g  .( f  4 T .T I ^ .T .H "  - a n . T . t \  ' 0  (40b)
G r.^ I  ^
U tM iz a n d o  (40a) y (37) se d é r iv a  una e cu a c iô n  no s in g u la r
4- 1  C t  4- i ï z ï î b  ~f J - J î e f . F .  t
I  2 { 2 t n - * ^ > x )  €m'*- /  (
4  M  T T  Ÿ - ' î . t i ' f . T ' V  -4 a n . T Y j  -  t x  ^  o
En a u se n c ia  de campos e x te rn o s  d ic h a  e cu a c iô n  es h ip e rb ô lIc a  y ca u s a l
4- = 0  C " :)
.2 (2M  -  " l ' i )  '
El a c o p lo  m înim o tampoco m o d if ic a  la s  s u p e r f ic ie s  c a r a c te r f s t Ic a s  pues 
n^ = 0 . Para a c o p lo s  t f p o  Paul I e l d é te rm in a n te  c a r a c t e r î s t ic o  es :
(41 )
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Et c S Ic u to  de (43 ) es b a s ta n te  c o m p lica d o  p o r lo  que em plearem os o t r o  m êt£ 
do que p e rm lte  d e te rm in a r  la s  no rm a le s  a la s  s u p e r f ic ie s  c a r a c te r T s t lc a s .
SegOn Madore y  Ta i t  [2 2 ]  la s  d e r iv a d a s  de una s o lu t io n  de un s I sterna de e c u a c lo ­
nes h ip e r b ô l ic a s  de p r im e r  o rd e n  s u fre n  una d is c o n t in u ld a d  a l a t ra v e s a r  la s  su­
p e r f ic ie s  c a ra c te rT s t lc a s  e x p re s a b le s  por
[ = «r
(W t
t  V  1 = °
donde son fu n c lo n e s  co n tln u a m e n te  d i f e r e n c la b le s .
. Tomando la  d is c o n t in u ld a d  en (37 )
-C .n  K /c 4  ^  X A  -G .vC =  o  (45)
y m u l t ip l ic a n d e  po r 1S,¥V con n ^  0 ,  pues to  que estam os in te re s a d o s  en lo s  mo­
dos de p ro p a g a c iô n  e x t r a o r d In a r lo s ,  se t ie n e
o b ie n  d e f  In le n d o  R =  -  T  - f . t x  " $ . l (
(46)
(47)
A nâ logam ente de (41)
v(u +  (  Z  a.T. K -  ■«. T . k )  = 0  (1,8)
'  Grv,'*- /
que conduce en e l caso p a r t i c u la r  (47 ) a:
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L
O (49 )
6n»^
La m a tr iz  4 x 4  que m u t t ip t ic a  a R ha de s e r  s in g u la r  s i R /  0 ,  o b te n lé n d o s e
(50 )
( 50) se e s c r ib e  te n le n d o  en cue n ta  (29 )
D c a . F ^  ,  ( n ^ y  I  r f  +  ( a n . T - - < . n ' < . T ' " ) ' 6 . A ' 6 x l
RS^ I 6 •
.  =  ( 7 ) ’  I  4  r r  6  1 =  ( n f  [ t ' ' -  5 G ^ ,  G r
donde
>
(51 )
(52 )
P (  5a +  3 5 i  -4  ^ M ,
C l , . , : )
Y f in a lm e n te
D ( . , n , , .  =  ( « * y  [  (  ( (  -  2 f 'F = )  a "  4  ‘31  ( ^  p - 1 ) ( r - F /  )  4  
■F (apc P-1) F. F )  J = 0
La s u p e r f ic ie  t  = c te  es c a r a c te r f s t ic a  s i  Au = n ( î , 0 )  es s o lu c lô n  de 
( 53) de donde:
(53)
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p ( p - ‘^ ) e . B = o  (SUb)
La p ro p a g a c lo n  es ca u sa l s i  no e x is t e  n in g û n  s is te m a  de r e f e r e n d a  en e l 
cu a l se s a t ls fa g a n  la s  c o n d ic lo n e s  ( 5 4 ) .  D ls t ln g u lm o s  dos ca s o s :
1) p "  0 — ^ p ro p a g a c lo n  c a u s a l.  2 )  p W 0 q (q  -  2p) >  0 — > p ro p a g a -
c io n  ca u sa l l im l ta d a  a campos que v e r l f l c a n  E.B = 0 .
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S IM . LOS CAMPOS RS* Y RS**
111.1 CAMPO RS* LIBRE
Las s o lu c lo n e s  de la  e cuac ion  RS* l i b r e  con = 0
- r v v ) y  ^  l y  T f  = 0
de l t ip o  ondas p lanas
v e r l f l c a n :
( 1)
(3 )4-1 4- ^ o
(3) es un s is te m a  c o m p a tib le  de e cuac iones  a lg e b ra ic a s  s i
Q l O =  I 4  i  T p  4- =  0 (4)
Las ra ic e s  d e l p o lln o m io  Q(P) conducen a l e s p e c tro  de masas de ( l )
Q u ^  -  ( f ^  -  r  (5 )
formado por -T ( ‘I-M b )  \  i  (b 1 ) .  SI b = ± 1/2  ambas masas c o ln c ld e n .
 ^ V. ^
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2 2S o lu c lo n e s  p = m .
A p a r t i r  de (3 ) se deduce
s ie n d o  m'L =  ^ ik z l 
0
(6)
Supongamos s in  p ê rd id a  de g e n e ra l Idad ^  w \ . M u l t ip l ic a n d e  (6 )  po r 
f  n'i/a.
% . W -co  -s ^  i f .  ^  =-0 (7)
AnSlogamente a (6) se t îe n e
• P . ï»  -  -< ,^1
.2 C^ïv' -  W /A)
(8)
1 uego
>NCr) =  0  (9)
( 10)
In tro d u c ie n d o  (? ) y (9 ) en (3 ) se deduce
(1 0 ) ,  (7 ) y (9 ) son la s  ecuac iones  de RS para s p in  3 /2 .
S o lu c lo n e s  p^ ■
SegCtn (6) "Tf .W es un s p ln o r  de D Ira c  de masa > a l cu a l le  c o rre s p o n ­
de un s p in o r - v e c to r  W dado po r
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donde =» C  "  y f  ^
La e cu a c io n  (6 ) a d m itc  4 s o lu c lo n e s  I fn e a lm e n te  In d e p e n d ie n te s  que condu­
cen a o t ra s  ta n ta s  s o lu c lo n e s  p a ra  y que generan e l e s p a c io  base de
una re p re s e n ta c lo n  de s p in  1 /2 . M ostrarem os que d ic h o  e s p a c io  es a s ta b le  b a jo  
una tra n s fo rm a c lo n  de L o re n tz
SC A ) C A  ( ))  (12)
En e fe c to  e s c r lb le n d o  ( l l )
se t fe n e
' I r
y puesto  que
S ( 0  =
! se deduce
Cuando se comprueba que
es s o lu c lô n  de (3 ) .
(14)
4 (âV) = ( f f +  4 ( t ;  C 5 )
La c o n c lu s io n  de lo  a n te r io r  es que toda  s o lu c lô n  de (3 ) se descom-
pone en suma de una componente de s p in  3 /2 ;  y una de s p in  1/2 ;
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(? ) + ( f )  (17)
D escom posic ion que como es f a c i l  p ro b a r  es un ic a .
En e l e s p a c io  de p o s ic io n e s  se o b tîe n e  una e x p re s iô n  s im i la r  a ( 1 7 ) .
(X )  +  <x) (18 )
s ie n d o
/
1
a’ p (1 -  3 /2
V I  _ i  O.K.
(P ) e  (19a)
(19b)
b o lo id e s  de masa
Se comprueba inm ed ia tam ente  a p a r t i r  de ( 6 ) ,  ( 7 ) ,  (10 ) y (11)
( .1  - m )  =Y  ’  (20a )
® (20b)
(20c)
Obsêrvese la  s im i l î t u d  de la  descom pos ic ion  ( l8 )  con la  que se opera  e n tre  la s
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v e c tocomponentes t r a n s v e rs a l ( s p in  1) y e s c a la r  ( s p in  0) ' ^ . A  de un canipo
r i a l  masiVO A ^  [ 3 7 ]
y t x )  +  A y  (21 )
v e r I f Ic a n d o s e  la s  ecuac io ne s
Y( 0  A.^CX) ^  O (22a)
^  ^  (22b)
(22c)
(21 ) es v a l id a  aûn en in te r a c c io n ,  lo  cua l no puede a f irm a rs e  de (1 8 ) .
P a ra ie la m e n te  a la  descom pos ic ion  de l campo l i b r e  (x )  en sus componen­
te s  i r r e d u c ib le s  de masa y s p in  d e f in îd o ,  se induce  una d e sco m p o s ic io n  de la s  
m agn itudes f f s ic a s  d educ idas  v ia  Teoremé de N o e th e r. E ste  a f irm a  la  e x is te n c ia  
de c a n tîd a d e s  conservadas t 3 5 ]
F C « - )  =  I (23)
/<r
baJo tra n s fo rm a c lo n e s  de campos y coordenadas que d e ja n  e l L a g ra n g ia n o  (x )  
in v a r ia n te
^  ^  (24 )
Es d e c ir  F(<r) In d e p e n d ie n te  de la  s u p e r f ic ie  t ip o  e s p a c io  CT de in te g r a -  
c i  6n y donde
^  k %  +  o C  k / -  (25)
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E s c r lb le n d o  l i b r e ;
l / f S *  =  ^  i f  +  (26)
se o b tîe n e  e l momento ca n o n Ico
" F . Y f  - 6 ^ )
SI ^ j^ ( x )  es s o lu c lô n  de la  e cu a c iô n  RS* e n tonces  o C ^ y  = 0 yr
6 ^ 1 x 1  =  - (  *■ i  S o -V ). (28)
e s ta  e x p re s iô n  c o ïn c id e  con la  c o r r le n te  conse rvada  p o r (20 )
% ) -  -  (  \ \  Z  (29)
s ie n d o  y dos s o lu c lo n e s  de RS*
= ; %|f (  4 r f ) , '  Uo)
A p lic a n d o  ( l8 )  a y  ^  ^
i x )  ^
ft|W û,î»
<- 42,t(x) (31 )
se deduce:
(32 )
donde
A  - (33a)
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f   ^__L_ ) i f ( n't f ) +
3/ i^"ï- ^v*s-pW) \  **
4- '«•4'1. + \  \ ' ' ) J  (33c)
habiendo hecho uso en (33b) de ta Identldad de Gordon [33%
X S  X V t  (34)
Las tra s ia c io n e s , las transformaclones de Lorentz-. y las de fase v e r î f l -
( L t f =  U 'v ’^) , O v t f " .  SoCV^)
de manera que F (t)  ( f : t  = c te ) es Iguat a
F  =  l  j  d^x 0 ° (  tc x )  , ( Î,1
(35)
(36a)
' k :  (36b)
_ (  j  j v  f ; "  S o + ’
El término de In te rfe re n c la  | /2  " °  contrîbuye a la In te g ra l (36a), p£
ra campos que se anulan as in tô tIcam ente , por la  ap licac lôn  del Teorema de Gauss.
La tn v a r ia n c ia  b a jo  t ra n s fo rm a c lo n e s  de fa s e
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^  -û ^ e M ^ o s )  (37)
Impi Ica  la  c o n s e rv a c lo n  de la  ca rga  Q = F / q
Q ^  Q 34 4- Q i/j. (38a)
Q , / ,  =  - e | A  =  -  J a  k j  ( Ù  ,3 8 8 ,
Q ^  -  t  f  t )  (38c)
^  J l ( ^ 3 x n - r ^ % Ÿ  J
La c o n s e rv a c lo n  de la  energ îa -m om ento  es co n se cue n c la  de la  fn v a r la n -  
c fa  b a jo  t r a s ia c lo n e s  e s p a c lo - te m p o ra le s
c  -  4 ^  (39 s )
p  ,  _  e/> (39b)
R e s u lta n d o  de (36b)
=  < ^  K (40a)
r  .
-  -
L 0 T (40 b )
(40 c )
ù.
H e d ia n te  c l  p ro c e d im le n to  s ta n d a rd [3 8 ]p u e d e  c a lc u la rs e  la s  d e n s id ad e s  de 
energ îa -m om ento  canon Ic o  y s im ê tr ic a
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.(A 4  r
^  (41a)
e p  = _ 4r ;p TL Y -  i  3kTT Tr %,-< 1- + ‘’ •'- (Mb)
L u -  i  c V  + V ^
s ie n d o  la  dens ldad  de momento a n g u la r  de s p in
A p a r t i r  de (4 lb )  y co n s ld e ra n d o  (31) se o b tîe n e ;
r  ^  r "y  =  y  y
V -
_ i  f '
“r -
t C 0  + ; 
4 ( A * -  '^*'0'“
-  f  C ^ p .x  + v . c
q (3/ 2 ,1/ 2)
(41c)
% u  = - i   ^ ■**
-  i  Ÿ - f  -6)^ y  T t  +  v . c .  m
(43a)
(43b)
(43 c )
- = i —  ^ \  L 3 ^ (  )  +
+ (m-wl.) ( î f p  X f  +?.Y 3u j ]  + k C- ('3")
El momento ca n ô n ico  dado por (4o) c o in c id e  con e l c a lc u la d o  a tra v é s  
can
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e t ;
lo  que m uestra  la  e q u iv a le n c ta  de la s  dos maneras de h a l la r  le s  o b s e rv a b le s .
La d e n s ld ad  de momento a n g u la r  In t r în s e c o  para  una s o lu c lô n  e s tâ t  Ica  
4 ^  "  4 - se d é te rm in a  de (42)
i  £  f ' S  =  + 3 . )  + 4
-  H . x ^  i  #  (4SI
Los té rm in o s  c ruzados  desaparecen a l te n e r  en cu e n ta
-  < r ' i f  =  P U  -  & « • < > )  (6 6 ,
O bsêrvese que la s  m a tr ic e s  que aparecen  en (4$ )
^ -  i E l)* + k (47a)
(47b)
co rresponden  a re p re s e n ta c lo n e s  de s p in  3 /2  y 1 /2  de lo s  g e n e ra d o re s  d e l g rupo  
de r o ta c lo n e s .
El d é s a r r o i lo  de F o u r ie r  de tv )  p e rm fte  e s c r i b i r  Q y  P en e l espa­
c io  de momentos [ 3 3 ]
r -  2  ( . a { ( f » u . *  ( f A ) é ' ^ ’‘ + l î [ ( f , X ) V * ( f A ) e ‘ ^ ’ ‘ )  (48)
V *  '  ?   "  r
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y e s tâ n  d e f i n i d o s  por
( x .  ’  » (653,
C f.  A )  -  0  (658,
( ■ { . ?  t  w )  V ^ C f . X )  »  0
- c r v ^ c f A )  .  0
A I n d l e a  la  h e l i c i d a d  de cada s p in o r - v e c t o r .
Se v e r l f l c a n  la s  r e l a c lo n e s  s i g u le n t e s  [ 3 4 , 3 9 ] :  
O r to g o n a l I d a d :
l i j C ( r A )  ~  Sxx’ = V y X fy X )  pA )
(49c)
(49d)
P / \ )  *  °
v p fA )  '  J Jv  C-Pr *
(-S.F «- nv') v" \f,X ) O
( 4 9 f)
(49g)
(49h)
(50b)
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0  = ,50^)
( i ' * ' ( .P A )  IA . * C ? A ^ )  = &xx) *  -  ^  CP A )  \J  ^ f  9/ X* )
(50d)
({'•L A ) 14"' ( ? / )  .  ^  .  v'4\PA) A  fA -)
V  * ( p A )  u ‘ ( p , ^ )  =  0  -  V *^ *V pA )  ly A  ( - pA * )
(5 0 f)
Complet I t u d :
' 1  = -^ ^ (9 /.. - & <si"'
1  V^tpA^ P'^ ) - ^  ( V I Y " L " ; -  ''"- ^"'4 I- 4  " " ’’
2  a \ p A ) i x \ p A W  
X < 2 m t
(51c)
2  A p A ^ 9 % , X )  .  3 ^  , 5 , a)
Q. y dados en (38 ) y (40 ) son :
Q  -  e  ^  ^  (_ a J ( ? ,X ) 0 . ( ( p A ]  4 - k ( p A ) ^ ( P - ' ^ ) )  (52a)
_  I  %  5 t  f ^ (  d ( ( i A ) a ( ( r A ) -  W ( p A ) L ' ^ ( f A ) )  ( 52b)
donde 6 ^ y g  = + 1 y E | / 2  "  ~
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La e x is te n c ia  de una m ê tr ic a  in d e f in id a  se m a n if ie s ta  en la  a p a r ic iô n  de 
en la  e x p re s iô n  de lo s  o b s e rv a b le s  en e l e s p a c io  de momentos, y t îe n e  im­
p o r ta n te s  con se cue n c ia s  en la  c u a n t i f i c a c iô n  de lo s  campos.
I I 1.2 CAMPO RS* EN ACOPLO MiNiMO
Las componentes i r r e d u c ib le s  y e v o lu c io n a n  en a u s e n c ia  de
o t ro s  campos de form a in d e p e n d ie n te . El e fe c to  de la  in te ra c c iô n  es  c o n e c ta r  am 
bas componentes e n tre  s î ,  c o n tra r la m e n te  a lo  que o c u r re  en e l  campo v e c to r  la i  
A yjc a co p la do  a una c o r r  le n te  e x te rn a .  Es f â c î l  m o s tra r  e s te  hecho a p a r t i r  de 
la  ecuac iôn  ( I I .2 2 )
T l - t -  L  Ÿ  =  °  (53)
de la  que se deduce
•à ( «  M .F . ' f  i . t )  (54)
/*■
In te g ra n d o  (54) se o b tîe n e  la  v a r ia c iô n  t o t a l  de la  c a rg a  d e l campo de 
s p in  1 /2  en un p roce so  de s c a t te r in g  para  un campo e le c tro m a g n e t ic o  e x te rn o  lo ­
c a l Izado
- Q ‘4  =  — f —  f j ' i  S . F . t -  M-.F.-ÿ 1T .+ ) (55 )
Dado e l c a rS c te r  In d e f In id o  de la  ca rg a  t o t a l  Q = 0 ° " ^  + = ^ 3 /2  ^  ^1 /2"
se  ve p o r (55 ) que no e x is t e  c o ta  i n f e r i o r  sob re  ^  0 o  c o ta  s u p e r io r  so ­
b re  Qj / 2 -  " °  s ie n d o  p o s ib le  una in te r p r e ta c iô n  en té rm in o s  p r o b a b iI I s ta s
de J ( x , t )  = o  b ie n  de | 1 + j . En e l p r im e r  caso  nos verTao o o  o o  ' —
mos o b llg a d o s  a d é f i n i r  p ro b a b i I Idades n e g a tiv e s  ( i ? ) ,  m ie n tra s  que en e l  seguii 
do la  d e n s ld ad  de p ro b a b ilId a d  d e f in id a  p o r j ( + | |  no  se co n se rva  en 
la  é v o lu e iô n .
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A p a r t i r  de la  e c u a c iô n  (1 1 .2 4 ) se puede d e d u c tr  una e x p re s iô n  a n â lo ga  a
(54)
I
(56 )
(57 )
z ~6.. -f A  -  S . F . f  - o
r  I îr»*- /
'v ')  = v )
(5 4 ) ju n to  con (5 7 ) re s ta u ra n  la  c o n s e rv a c lo n  de la  ca rg a  t o t a l
h ( + A ""°
Se e x p l ic a  en ton ce s  porque ( l8 )  no es v a l id a  en in te r a c c io n .
E l o b je t iv o  de e s ta  s e c c iô n  es m o s tra r  que e l campo in c lu s o  en presen^
c lâ  de un p o te n c ia l v e c to r  e le c tro m a g n e t ic o  se puede e s c r i b i r  en la  fo rm a :
(58 )
+ (y  + V )  4 (59 )
e l ig ie n d o  con ve n ien te m e n te  y  ( jj^ q u e  en e l caso  l i b r e  se ban de c o n v e r t i r  en
Y  " f '  ^
Busquemos la s  e cu a c io ne s  que s a t is fa c e n  y <|> a p a r t i r  de la s  e c u a c io ­
nes (5 3 ) ,  (56 ) y
^  3!. F. V = 0 (60)
in t ro d u c ie n d o  (5 9 ) en (53 ) y  (6 0 ) se t ie n e
-Ç.v/ 4- -2C2m - y ^ )  4. ( -t i l - ) c}>
•h ;e (  t . F . H  -  : C L Z :} .f. F )  <t = 0  (61a)
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piA-ff’»! ‘ *•    “ “
P  U  -<.F .a I  4  e (f. F ^  =  o (61b)
V»"
Restando (61a) y (6 lb )  desaparece e l te rm in e  Tt)^({)
Xtl-C.V -  rt.V _  1!Ü'4(»"~^'4) ^  U  (jm-wJ:.) Y .F.V
Z(,am — rft'
4  4  i l  (2m-Mfy) X  FM  6  4  &  /  <F-F<|  ^ =- O (62)
;T rt- » '/ i
SI ly p  «* 0 y  »  P-V S . 0  (62 ) es una e cu a c io n  de D ira c  de masa
"*1/2 ®* b is p in o r  <j) .
SI F^ 6i » 0 Impondremos a (62) e l que sea una e cu a c iô n  de p r im e r o rden  en
e l campo ^  .
Def inamos J l|^  y J l  ^ po r
X .V  3L A% Y .F .  V 4- d i.  ' f . F .  IT 4  4 - ^ 3  d: F  <|) 4  J l (  (63a)
T tW  -  t . T t  X . f  =  k, F .V  4 k ^ ' ( . F .  « 4  + ^ « ' . ^ 4  4 « a 2  (63b)
y escribam os (62) en f  une iôn  de J l |  /  -F ï-i
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V 4
.  y  i  -  « s ;  •■ ■ - s s - - h H
(66)-  /  J l .  +  J i j )  =  o
SI se s u s t i tu y e  dada p o r (64) en ( 6 la )  se o b t îe n e :
(Aj'C.ttk k^ ) "X.F.V +  ( A3X .ti+A ^)X .F.rt \  + ( Ag Y.tt+A^) f.
4  4  P A .  ( Y . K . 4  -2( > » - « ) ) = 0  (65)
donde
*2 -  :  -  %oS) ( ( " - " ) - ' > - )
\  ■ -  > ' - a ~ - 4 .
s -
A , -  -  c o j  -  W - « k  6 \
3 I 3. -2C3-“') J
(66)
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N ota : Por s im p llc id a d  se ha tornado m = 1,
Los s e ls  pa ram è tres  3 j y  b j se d e te rm in a n  Jmponlendo A j = 0 ( f  = 1 , . . , 6 )
• 3 -
b, - . it . s i
3 ^  J r A
(67)
Las re la c lo n e s  (63 ) quedan
x . v  .  ? i î  x .F .v  4- a i t  V « - .F 4  4. j i ,
%•*> to o a j
n.M -  =  î ^ Y . F . V  4  ^ Y . F . T t 4 - ^ c  f .F c j,  * - 1X 2. (68b)
(69)
Luego
H .V  -  ( Y . t l  x )  Tf. N =  -  i  F  4  4  - n .3  -  ' I  M_CL^ 
y J l j  v e r l f l c a n
T f . o j i ,  4 - ( f . . t + =  o  '^ o )
A l reem p laza r p o r Vy* y 4  se ha aumentado e l numéro de componentes
a 20 , s In  embargo la  e x is te n c ia  de una In v a r la n c la  Gauge
Y  C >  —  " V )  ^  (71a)
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^  =  4> — A . (71 b )
(7 1 c )
reduce e l numéro de com ponentes, de nuevo , a 16.
La le y  de tra n s fo rm a c lo n  p a ra  Indue I da p o r  (71 ) se o b t le n e
a p a r t i r  de (69)
is .n  A  (7 2 )
El campo A  se puede e sco g e r de manera que
• '  '  Î  ^ - ^ 1  ® 4  (7 3 )
( ’ • ‘ « s a s f S  ) ■ » ■ • •
El Ig le n d o -D _   ^( t ^ )  -  0 ^  . i l   ^( t )  *  0 V t lo  c u a l se v e r l f i c a  s i  ~ Ç .V = O p a ra
un In s ta n te  a n t e r io r  a la  In te ra c c io n  con la  fu e n te  e x te rn a .
Las e cu a c io n e s  p a ra  y  <j) o b te n ld a s  de (56 ) y  (64 ) son f i n a l  men te :
(^ .n  F *  0  -C.F u ) + F  T F . V .  o , „ 3 ,
+ ^  -f.F.vj + ;« = o  (Mb)
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la s  c u a les con se rva n  en su é v o lu e io n  la  c o n d ic iô n
Y \| = Y.F.V 4 ‘lii i 4  <r.F
-Vv»*- (76)-V*’
segun se dem uestra  u t i l i z a n d o  la  r e la c iô n :
X.Ti d\F — Pi rt.F. Y  =  diF Y.n - a ; Y. F. n. (77)
Ademâs (75) y  (7 6 ) conducen a
if.Y -  / Y.tl4  SU Y.F. V 4  •L i Y .f. tt <t> + e f.F % 4 (78)
Las e cu a c io ne s  (76 ) y ( 78) reducen a 8 e l numéro de g rades  de l ib e r t a d  de 
X  y son en RS* e l e q u iv a le n c e  de la s  re la c io n e s  ( l . 3 9 , 4 o ) .
r
(7 5 a ,b )  fo rm an un s is te m a  de ecu a c io ne s  en e l que no es p o s ib le  d e s a c o p la r  
4  y Y ^  « lo  c u a l c o n firm a  e l a n a l is is  r e a liz a d o  a l p r in c ip le  basado en la  va - 
r la c lô n  de ca rg a  à O . ^ ^ 2 ’  e fe c to ,  e l  te rm in e  1 ^ .^ .V  en (75a) es esencla lm en^ 
te  e l mismo que a p a re ce  en (54) y ( 5 5 ) .  •
O b se rve r que e l campo p ré s e n ta  un momento magnet Ic o  anomal o  y un te rm i­
ne de a c o p lo  d e r iv a t iv e  causa l cuyo d é te rm in a n te  c a r a c t e r î s t ic o  e s :
D ( y > 6 F ) |  =  ^
(79)
y  « n tt, o')
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I I I . 3 CAMPO RS LIBRE
La e cu a c iô n  R S ^ c o n  \  = ( 0 ,a ,b )  es
+  0. X ' è  +  VY'k X . Ÿ  =  0 (80)
a p a r t i r  de la  cua l se deduce una ecua c iô n  a n â loga  a (6)
( x - 4 b ) )  -  0 ( 8 l )
que puede e s c r lb l r s e  (a ^  1 /2 )
( 5 r - 0  ( t .  V - ^ 0  (82a)
4  M l -  ^  I f  wv (82b)
îîtx. —^
-  J '  (82c)
-  A
4 (82d)
t  =  - L  +  i r y i i --------------------  (8 2 .)
H (a m -n 6 ( ) (z m -T '^ a )
(82 ) m uestra  que e l e s p e c tro  de masas de ( 80 ) e s ta  form ado p o r |  m^, m^, m^ |
En e fe c to :
Q ( p  =  I ( ^ . f  -m )  f  +  f t - y  P f  + ' r .b  I  =
,  y  A - , ) '  (  p ' - r f /  (  (  /  - " I ) " -  (83)
El e s tu d io  de la s  s o lu c lo n e s  l ib r e s  (m^ /  m^) conduce a una descom posIc Iôn  s i ­
m i la r  a (18)
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s lendo
■*
(  c y  4- y !  - y ) f . 4 ' L )  
* 6 . ^  IX) -r^  +  ■TS.MrV)
( i t . ^  -  m O  '^ • 'V *  W  =  0
Los campos y tte n e n  s p in  1 /2  y norma (  \ £( j Ig u a l a :
(84a)
(84b)
(84c)
(84d)
£ , = s lg n o
M l —
Jm  -  rviz
(85a)
« s i  gno
-  M l
-  M |
(85b)
o b te n ld a  de la  c o r r le n te  conservada
J
of =
- r» l
^ ( ,a r r > ~ t» x Ÿ
^h.Ÿ)
(86a)
(86b)
(86 c )
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Observes© que y 62. no pueden s e r s im u lta n e a m e n te  p o s i t iv a s  de acue rdo  
con lo  e x p u e s to  en ( 1 .4 6 ) .  La m é tr lc a  e s , a l Ig u a l que en RS*, in d e f in id a .  La 
d e scom pos ic iôn  de o b s e rv a b le s  y  la s  re la c io n e s  de o r to g o n a l id a d  y c o m p le t i tu d  
son una g e n e ra lIz a c lô n  de la s  ob te n  Idas p a ra  e l campo RS* en la  S e cc iô n  111.1
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§ IV . CUANTIFICACION CANON ICA DE CAMPOS FERMIONICOS DE SPIN 
SUPERIOR EN INTERACCION
I V . 1 METODO GENERAL
El p ro c e d lm le n to  de c u a n t i f I c a c io n  p a ra  campos de s p in  I n f e r io r  (O ,1 /2 ,1 )  
c o n s is te  en c o n s t r u i r  r e la c io n e s  de ( a n t i )  conm utac ion  (AR-CR) en c o n c o rd a n c ia  
con lo s  P r in c ip io s  de la  M ecân ica  C u a n tic a  g e n e ra liz a d o s  a s is te m a s  con i n f i n i -  
to s  grados de l ib e r t a d ,  e x te n d ie n d o  su v a l id e z  v ia  t ra n s fo rm a c lo n  u n l t a r la  a ic a  
so en que e x is ta  In te ra c c io n .
Para s p in  s u p e r io r  (s ^  3 /2 )  e s te  método no es v a l I d o , en ta n to  que la s  
componentes d e l campo no son d inam icam en te  in d e p e n d ie n te s , e x is t ie n d o  c o n d ic io -  
nes s u b s id ia r ie s  que dependent de campos e x te rn o s .
M ostrarem os que en In te ra c c io n  la s  r e la c lo n e s  de ( a n t i )  conm u ta c io n  se mo­
d i f  lean  re s p e c to  a I caso l i b r e  o r lg ln ln d o s e  d iv e rs a s  In c o n s is te n c la s ,  en p a r t i ­
c u la r ,  la  p ê rd id a  de p o s l t lv id a d .
Una c u a n t i f I c a c I 6n c o m p a tib le  con e l P r in c ip le  de A c c lo n  de S chw inge r de la  
te o rT a  g e n e ra l e xp u es ta  en ( 1. 2 ) se e s ta b le c e  a p a r t i r  d e [2 1 ,4 o J
C v > ^ ) ^  F ( * » ') ]  , X e  (T (1 )
son componentes d e l c a m p o ( x )  y F (< r)  e l g e n e ra d o r o b te n l-  
do de lo s  té rm in o s  en d e r iv a d a s  de
58
F  ( 4  =  I  A y  f t V  l Y b
In te g ra d o s  sobre  una s u p e r f ic ie  de t lp o  e s p a c io
E llg le n d o  <T Is o te m p o ra l, e l P r in c ip le  de A c c lo n  ( I )  se e s c r ib e
-  I  [ a V  [ y » )  (3)
con
In t ro d u c ie n d o  la  In te g r a l
j a ^ ‘ (  i [  °  (4)
E l conm utador se puede d é s a r r o i la r  en té rm in o s  de conm utadores o a n tlco nm u  
ta d o re s
[ A , s c ]  =  { h , ^ \ C  -  S  ( A , C )
"  C . A , 6 l  C  +  t  A , C ]  (; ,b )
Para campos fe rm iô n  ic o s  la  co n e x io n  s p in  e s ta d T s t Ic a  d ic t a  e l uso de a n t I -  
conm utadores
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SI la s  componentes " '^ ( x )  son In d e p e n d fe n te s  se o b t le n e n  la s  re la c lo n e s  de 
a n tIc o n m u ta c io n  a ttem pos ig u a le s  (ETACR's)
 ^ = 0 
a p l lc a b le s  a campos de s p in  0 , 1 /2  y 1.
SI p o r e l c o n t r a r io  e l campo ^ ( x )  se h a ï la  som e tldo  a llg a d u ra s  re p re s e n - 
ta b le s  p o r:
M o » ' ’  =  °  (8 )
donde V ^ j j  puede depender de d e rlv a d a s  y campos e x te rn o s  p e ro  no d e l p r o p lo '4 ' ,  
se v e r  I f  Ica
= O 4 .  (9 )
El prob lem a v a r la c lo n a l (6 ) con la s  c o n d lc lo n e s  a d lc lo n a le s  (9 ) se re s u e l-  
ve p o r e l metodo de m u lt lp l Ic a d o r e s  de Lagrange [ 25] .
Sea ■[ A ^ j j 3 * * ( x , x ' ) |  2 c o n ju n to  de o p e ra d o re s  e le g ld o s  de manera
que la s  v a r la c lo n e s  & puedan c o n s id e ra rs e  In d e p e n d le n te s  en :
I  < i V [  ( I  +
—  ]  =  O ( 10)
p o r ta n to  pa ra  ttem pos Ig u a le s  (x ^  = x ^ )
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C alculem os e l tnomento can o n ico  n * * (x )  a p a r t i r  de la  d e n s ld a d  Lagrang lana
( 12)
  .  (1 3 )
Estando e x c lu ld o s  en ^  a c o p lo s  d e r iv a t iv e s  que m o d lf lc a n  re s p e c to  a t caso
l ib r e ,
F ina lm e n te  (1 1 .a ) queda
A j i j  se o b t le n e  Im ponlendo (8 ) a1 s Is te rn a  ( 1 4 ) .
A .c o n tIn u a c l6 n  d Is t ln g u lm o s  dos casos : e x ls te n c la  de una s o la  IIg a d u ra  
( p r im a r la )  o  de dos (p r îm a r la  y  s e c u n d a r ia ) .
En e l p r im e r  caso (14 ) r é s u l ta :
 ^(A°^ \ J ^  Cx*) ( 15)
La IIg a d u ra  p r im a r ia  segûn (1 .2 0 ) )  con = 1 -  es
X l o  C ^  +  C i ' - O  Q o t  +  -Po c w  =  °
donde P C (x ) P ha de se r I n v e r t ib le  a f i n  de d e te rm in e r  P ^  en fu n e  Ion  de o o o  I
Actuando P^ por la  derecha en (1 5 ) :
r^ o la ^  -  A^"" '^c'^ =  O (17)
en n o ta c iô n  m a t r ic ia l
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P o  A  V  P o  = = ^ 0  ( 1 8 )
donde =: t K ^  ^ t x--  x )
A  es e l In v e rs e  de V  en e l s u b e sp a c io  Po
A  =  P „  C Po c i x )  ( , „
(20)
(21)
ETACR's de =• d e d u c ld a s  de (15 ) Y (1 9 ) so n :
I  H ^ tv .)  , ;S =  ( Q o (
o  mas s im p lem en te
c )  ^  Q o  (  Q o  A ° Q o T ^ Q o
(No c o n fu n d ir  con C ( x )  en ( I 6 ) ) .  A ° y  consecuen tem en te  C{ son m a tr ic e s  inde
f ln ld a s  para  campos de s p in  >  1 /2  segun e l  teorem a g e n e ra l de Jo h n so n -S u d a r-
shan [ 5 ] .
En e l segundo caso  supondremos que 1 as l lg a d u ra s  s e c u n d a r la s  d e te rm ln a n  
com ple tam ente  la s  com ponentes P ^ ^  de fo rm a  que e s ta s  no apa rezcan  en la  llg a d u  
ra  p r im a r la
+  C C x ) )  Q o  f  f  c \ x ) ) Q ^ i f = 0  ( 22)
s ie n d o  \  + I C  a J ^  y  f  ^
A I a c tu a r  P^ en ( l4 )
Po -  A a  =  o  ( 23)
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O btenîéndose una f6 rm u îa  anâ loga  a (19 )
A i  -  P q (y %  ^  (24 )
luego
Qo A l = o (:;)
R e s tr in g ie n d o  (14 ) a l su b e spa c io  form ado p o r la s  componentes ^  a  Q o ^
(26 )ci c Qo A°Q„) = Q. ( n - A, v,) Q, 
ci = Q, ( H - A,V,)QXQ.A°Q.')'Qo
y en virtud  de
 ^xvcK'i ;  ^ c! = o
se deduce
(  ' l  — Q o  (  Qo Q o Y  Q o  “ ■ ® ( 29 )
aparectendo una expreslôn para A  ^
A (  =  -  Qo (  Qo A® Q o T ^  Qo (3 0 )
(  Q o  A ^  Q o )  '^\
(27 )
(28 )
O t )
C |e s ta  dado po r
c i  =  Q o (  ®o A ° Q o V  Q o  4- Q o (  Qo A " Q o )^  à '  V , ( Q „  A ° Q o f  ( 3 î )
Es In m e d ia to  comprobar
C -  C ~  O (33)
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O efînam os e l p ro y e c to r  Qj so b re  e l su b e spa c io  de f u n e iones que s a t î ^
fa c e  la  1 ig a d u ra  p r im a r la
(34 )
Q y  -  Q o  (35 )
E x is te  una e xp rè s  ion  a n â lo ga  a (21 ) o b te n id a  a p a r t i r  de (32 ) y (35 )
cJa,A°Q,  ^ c! = Q, (  Q, Q, (36 )
R e su lta n d o
0 > o ^  Q, A® Q, > o (37,
La p o s i t iv id a d  de la  m é tr ic a  o p ro d u c to  e s c a la r  Q| A ° se e s ta b ie c e  a t r a -  
vés d e l e s tu d io  de (2)
Supongamos que e l e s p e c tro  de A**es segun JS
=  4 ^ + /
p o r  lo  que
X, p* + A. V.
Q -  P , +
O
( Q o A ^ Q oT 'Q o =  ^  P+ + ^  p -  = (  f _ -  f + )
(38 )
e l  p a p e l  d e  l a  1 i g a d u r a  p r i m a r l a  c o n s i s t e  e n  e l i m l n a r  l a s  c o m p o n e n t e s  d e  n o r m a
n e g a t i v e  = = ^  d i m  P = d i m  P )  3  R / Q R  = R P = R y P e < R  R* .  R s e  
-  o  o O O  O O  0  -  0 0 0
e s c o j e  d e  m a n e r a  q u e  ( 3 8 )  s e a  (  - 1 )
Q o  C G o T ' Q o -  Q c  -  (39)
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terra . Sea A° ta  I que
Q q ( Qo A QoT Q o — O o  — 1^ 0
en tonces
C >  0 V campe e x te rn e  <  ■> A >  0 V campo e x te rn e
5S!P9§^I5£l9D• U t i l iz a n d o  (39 ) en (32 )
=  Qo -  « o  « î  4- ù }  V , -  V,^ V , R o
-  R oR o a '  V , +  Ro1?o V, R o R o  140)
p o r (33)
Cj = Q[ (tiQ\ -  Qy c Q o  -  Po P©Po Â V, CqPo ) Q|
Si 0  tenemos que es in v e r t i b le  en e l su b e spa c io
V , Ro r 1  =  A  +  V , v 4  -> o  (42)
e s c r Ib ié n d o s e  ( 4 l )
cj ,  Q, 4- (  â ' “ ( rÎ v+3'*C ^|Po)') ç, =
=  9 , ^  Q , « y o v |  A 3 )
El te rm in e  e n tre  p a ré n te s is  adop ta  la  fo rm a  C 3 6 3
    —   =  — %   -----
A— 6 A A A - 8  ‘
donde
A -  (V , «a)CR o >  o 
B = V| v j” >  o
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E v iden tem en te  s i A > o  CÎ >  ®
SI A  es In d e f fn id o  e x is te  un v a lo r  c r f t l c o  d e l campo (s )  e x te rn o  (s )  
lAc, /  O 6  (T (  En e l e n to rn o  de Uc. A (u )  à  o  ve r I f  Icandose (42 )
(44 ) es In d e f ln ld o  C  pa ra  campos s u f Ic le n te m e n te  p ro x im o s  a Q .E .D .
Propos fe lo n . A  es un o p e ra d o r lo c a l que v e r I  f le a
I )  A  (u) = A ^ (u ) es una m atriz  herm ttfca funcfon de campos externos u
I I ) A  (u) es In v a r ia n te  Gauge
I I I )  A co p io  MTnlmo A  ■ A  (S) y  ^  8^ /  0 E (T( A ( B ^ ) )
Iv )  A co p io  MTnlmo + A cop los  No e le c tro m a g n e t Ico s  ( u ' )
A  "  A ( u ' , b ) y 3  B ^ (u ) /  o e  < r( A ( u ' .B ^ ) )
Demos t r a d  on .
^  ( Q o A«Q a ‘ V  '  P o ( A ‘ D c + c U ) Q jO o A « ( ? , ) ’ Q ^ ( A ^ O . - r c \ x ) )  (45)
— A  “  A ( O j» “ ' )  donde u ' re p re s e n ta n  lo s  campos que apa recen  en e l te rm in e  
c \ x )
Sean lo s  generado res  de la  rep resen  t a d  on S ( A )
V tx )  « G (A )
G (A ) «
se s a t ls fa c e
=%> =  Î-C 'î / '
(47 )
(46 )
A f  s ' " *  -  A>* =  a  <)'■’ ' A " -  < i r  A * - )
(48)
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Para d im en s io n  f i n i  ta  ^  de (48 ) se t ie n e
A " S " '  +  A "  = ( A '  (^9 )
5 ^ ' 4- A '  = i  A *
(50)
de donde
R, a ‘ = - l  P„ S "  A" = - I  Po S "  Q.A'O.
Ai P„ =  - 1  A" S "  P. = - i  Q .A°Q oS'>ip„ (52,
D é s a rro ila n d o  (45)
A = P„c’ Qo(Q=A”Q j'a ,c 'p „  + P ,c’0<,(Q„A‘>Q.)'QoA'0jPo + 
t  PoA‘ 0 .Q o (Q o A ° C !„ f 'Q „c ’ p„ + Po A 'Dj QoCQo A 'Q o i'Q , A 'Dj P» (53)
El G it im o  té rm in o  segun (5 1 ) ,  (52 ) y te n le n d o  en cuen ta  £ d j ,D j3  = le F ^ j queda 
-  C C U A °Q o' ) ( Q o A‘’ Q oT '( Q « A * Q o)  =
= Po A** Po DtOj =  -  ^  Po Po =*
«  I  ?o A' 5 “) Po F(j = -  ^  Pc A" Po Fy (54)
E llg le n d o  e l c o n ju n to  de m a tr lc e s |A ) * ' j  I r r e d u c Ib le s ,  se o b t le n e  que (54 ) no pue­
de a n u la rs e .  Supongamos que (54 ) fu e se  n u la ,  en tonces
?o S ''' Qo ^  O
y de ( 51) = = ^  A^ = 0 en c o n t ra d Ic c lô n  con la  h Ip o te s  Is  de i r r e d u c ib i11-
dad. SI ^ Al*} GS re d u c ib le  ==#» (54 ) se descompone en suma de te rm in e s  c o r re s -
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pond I e n te s  a la s  p a r te s  I r r e d u c lb le s  de a la s  que se ap i Ic a  e l razo n a m ie n to  
a n t e r io r .
O e fin le n d o
se c a lc u la  por medîo de
L  3  -  ( (  ^  (55 )
[  A '' ]  =  O (56 )
e l  conm utador
[_ X ' i ]  -  V C  ^LvC X  ^ X  )  (57)
(58 )
que comparado con
^  , S ' ) ]  =- i. (  4  S * ‘" “  ^   ^ ^  )
Induce  a l r e la c  Ion
Po ^  )  Po (59 )
con x 6 R  y  po r ta n to  (54 ) es s im p le m e n te :
^  p. s 'i  p. F,J (60)
Los te rm in o s  de ^  1 In e a le s  en Dj se d é s a r ro i 1 an de fo rm a  a n â lo g a  a (54 ) o b te -
n 'îéndose f in a lm e n te
A -  p.c ( Q. A"q.Yo.c'Po -  ^  p. A"S°i P. F|j **'>
- i  P. S " ( 3 . C ' )  P. +  1  P o ( ^ ;C ’ ) 5 » ‘ P„
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En a c o p io  m înlmo es una m a tr îz  c o n s ta n te  A =  A  (^ )  e hdeFJ.
n id a  e x i s t lendo p o r ia n to ,a l  menos, un v a lo r  c r î t i c o  t e l  que A ( B ^ )  es î in g u  
la r .
Si ex is  ten  a c o p lo s  no e le c tro m a g n e t ico s  C  = C ' ( x ) ,  mod i f  ic â n d o s  e l
p r im e r té rm in o  e n  / X  =  A ( B , u ' ) ;  la  dependencia  en u ' es l in e a l  y c u a d râ lI :a .  
Analogam ente para v a lo re s  f i j o s  de u ' se puede h a l la r  un campo c r î t i c o  B ^ ( i ' ) .  
que c o n v ie r te  a A ( B , u ' ) en una m a tr iz  s in g u la r .  Q .E .D .
SI A° es de la  form a
A® V  P+ ^  P-
con d im  = d im  P_ dim  P^, r é s u l ta  f â c i l  v e r  que ^  {O )  0  .
Aco) = Po c . (  + t  P“ = '  t ’’-XP»4  P -)^  »
pues po r e l Lema de Schur F c ’ , S^^ 1  = 0 P C ' P = 0 . En e s te  caso s e o b -O o o •
t Ie n e  ETACR's d e f in id a s  p o s i t iv a s  en ause nc ia  de In te ra c c iô n .
Para a co p lo s  no e le c tro m a g n e tIcos
A ( n ' )  =  P „ c ' i » ’) Q , ( Q , A * Q . T Q o Q'‘ '‘ 'JP. “ i  P .S “ ( ^ :C '« « ) ) P „
no pud iéndose  a f irm a r  nada g e n é r ic o  ace rca  de la  p o s i t iv id a d  de A ( u ' ) ,  auique 
lo s  casos conoc i dos mues t ran que A ( u ' )  es in d î f in id o  para  v a lo re s  de u ' s i f î -  
c ie n te m e n te  e le v a d o s .
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I V . 2 INTERACCION DE CAMPOS (S) FERMIONICOS Y  CON CAMPO ESCALAR ^  CUANTIZADO
c /  = ^  ^ 0
o[„ - i C >4 "ïH - /*” 4'')
donde B = B (  Ay. , ^  ecua c lo ne s  de campo son:
p r i i ^ ' ' V +  C t  F
A ctuando  P^ sobre  (63 )
(p . <3 .  +  Po c )  t  =  »
con C  -
(65 ) es una 1 ig a d u ra  s i  no e n vu e lve  d e r lv a d a s  te m p o ra le s  de lo s  campos 
no aparece  en B. Para mayor s im p llc id a d  suponemos B In d e p e n d ie n te  de (j)
E s c rIb ire m o s  (65)
\ f ,  Ÿ  ^  -Ÿ  = °  (66 )
Ver I f  Icando P^ V^ P^ = 0 ^  I Igadu ras  s e c u n d a r la s  que d e te rm ln a n  P^
en fu n c lô n  de
Reescribamos cC q
( 6 2 . a) 
( 6 2 . b) 
(62 . c)
(63 )
O (64 )
(65)
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o l o  F  £
(67)
4 ^  . 3 / ^ 4
(67 ) conduce a la s  mfsmas ecua c lo ne s  que (6 2 ,c )  tomando 4  y como v a r l ^  
b le s  In d e p e n d le n te s . El genera d o r F es
f  =  (  i  A “  4 ' +  &4 -  4  M o )  (68 )
p o r e l  P r ln c lp lo  de A c c lo n ;
=  - t  [  (69)
s ie n d o  'X  »■ 4 ,  4  ,  4>0
En F s o lo  In te rv le n e n  ^  ' *) E llm ln a c lo n  de là  I Ig a du ra  2^ *=*^ P
La e cu a c lo n  (8 ) con la  1 ig a d u ra
(70 )
se re s u e Iv e  po r e l metodo de lo s  m u l t ip i Ic a d o r e s  de Lagrange
^  ^  a V  (  -  I  ,  I  A® s ¥ (x ')  +- «t^tx’) -  4 ^ ' )  ^
& C (71 )•V
Por ( 70) e In te g ra n d o  po r p a r te s  '*>*’) T.. ^  (  S<^  W ') ^ 't 'L x  ^
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+  i , \
rV
SI A  (x )  “  '^V (x )  se t ie n e  a tiem pos Ig u a le s  (x  = x '  )
o o
(72)
H ' lx ' ) ^ ]  -=. t v - î ‘)  — '^1  (7 3 .a)
(7 3 .b)
[ C y w  , 4 o t> ‘ ' ) ]  ^  I  V  A ^ t v . x ' )  (73 .C )
Im ponlendo la  I Ig a d u ra  (66 ) en ( 7 3 .a)
^  ^ -i - 't  =  “  A ^ ' ' )  X
' ' l  A .  '<1
con A  -  "  '7; A g
I  ^  ( â I  ■+- A g  i  V j )  S^ l 5 - v > )  ( 7 4 .a)
l ^ ^ t x ' i ,  ^ x ' ) ]  =  O (7 4 .b)
[  , 4 > o t - ' ) ]  =  ^  -c  4 "  (7 4 .c )
SI X  (x ) = 4 r | ( ^ ) *  se deduce
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A ”  =  -  <” •»>
[ 4 . M ,  4 . 1 / ) ]  =  i  v ' A e  (7 5 .b )
[ 4 ^ b < ) ,  =s - I  (75 .C )
Im ponlendo la  I ig a d u ra  a ( 7 5 .a ) y c o a  ayuda de (7 5 .c )
A ' " ’' ' ' '  A <«>
de donde
Notese la  ig u a ld a d  con ( 7 4 .c )  ( x  ^ — » i ' ) .
( 7 5 .b ) con ( 76) se c o n v ie r te  e n :
C l > o - ) A . ' » ' 0  -  ^  î v '  ^  ^  (7 7 )
P e r u l t im o  consIderam os ^  (x ) »  ^  ( x )
[  4 W  I (7 8 .a )
[  ^ S ^ t v  - v » 3  +  I  v 'A ^ l v . y * )  ^  (yg
[  4 W  ,  4 i x ' )  ]  =  o  ( 7 8 .c )
Es c la r o  A ^ t v . x ' )  = . O
La p o s i t iv id a d  de ( 7 4 .a ) depende p o r e l Lema IV . I  de  A  . En a u se n c ia  de 
campo e le c tro m a g n é tîc o  Hagen [ 2 5 ]  e s tu d  ia  e l a c o p io
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j [ ^  .  G o , 4 P ( 7 „
+ Vv
donde es un campo RS, %  campo s p in o r la l  y  ^  campo e s c a la r ,  o b te n ie n d o
A  ^ ^  ( 8 0 )
SI se c o n s id é ra  e l campo e le c tro m a g n é tîc o  e x te rn o  [ 2 8 ]
A  N. . 1  -  ^  a . B  -  %  f  ( 81 )
como e ra  de e sp e ra r en v i r t u d  de la  e x p re s io n  g e n e r le a  ( 6 I ) . Las In te r fe r e n c la s
y c a n c e la c lo n e s  en A  s o lo  pueden p ro d u c trs e  en e l té rm in o  depend I en te  de cam­
pos d i s t l n t o s  d e l e le c tro m a g n é tîc o .
IV .3  RELAC I ONES OE (ANTI) CONHUTACION E HIPERBOLICIPAD PE SISTEHAS SINGULARES
E x is te  una Tntlm a re la c Io n  e n tre  la s  r e la c lo n e s  de conm u tac ion  de un cam­
po y e l  c a ra c te r  h ip e rb o l lc o  de la s  e cu a c lo n e s  que lo  d e s c r lb e n . EscrIbam os la
e cu a c lo n
( 82)
en form a h e rm ft ic a
\  +  C  )  +  =  o  (83 )
E l campo 4 '  se supondra so m e tld o  a l lg a d u ra s  p r lm a r la s  y s e c u n d a r la s . Sea 
Q| c l p ro y e c to r  dado po r (35 ) y una fu n c lô n  p e r te n e c le n te  a e s te  subespac io
(84 )
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R e s tr ln g ie n d o  (83) a l su b e spa c io  Qj se t ie n e ;
Q ,  (  A>* +  c  )  O , ly: =
o b ie n
Q i  L  ® i  V  -t- c ) Q , t  =  °
(85)
(86)
c io n  que p e rm lte  c a lc u la r  6 ^  s lem pre  que Q ^A ® Q j sea un o p e -
r  I n v e r t ib le  en e l su b e spa c io  Q^. Pero  C = Qy(Qy A° Q^) '   ^ > C e s ta
ecua  
rado
b ie n  d e f ln ld o  A  GS I n v e r t ib le .  S iendo  e l re c îp ro c o  tam b len  c l e r t o :
A® es I n v e r t ib le  A  Gs I n v e r t ib le
y po r ta n to
Q|A*^Q^ es s in g u la r  ( j  <—)  A  es s in g u la r
P ero  A® es s in g u la r  <é” ^  t  = c te  es una s u p e r f ic ie  c a r a c te r T s t lc a .  
SI 1 lamamos D (n ,u ) a l d é te rm in a n te  c a ra c te r T s t Ic o
t ) ( o , u )  =  C Q |  Q ( )  • = (87)
es c la r o  que
A d . ,  C 6 ( w ) )  
û<°>)
(88)
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E x p re s lô n  que p e rm ite  o b te n e r D (n ,u )  a p a r t i r  e x c lu s iv a m e n te  de A ( u ) .
V n ^O (n ,u ) se c a lc u la  a p a r t i r  de D (n ,u ) | po r m edio  de una tra n s fo rr ira
c lô n  de L o re n tz ,
I V . 4 CUANTIFICAClôN DEL CAMPO RS
La e le c c lô n  X ^  1 conduce a lo s  r e s u lta d o s  s i  g u ie n te s :
(8 9 . a)
( a “ L  ■ ( A n . i  =  C A * )to  =  ®
- (8 9 .b )
-  0  ( 1 Ig a du ra  p r im a r la ) ( 8 9 .c)
Rest r  1 ng 1 éndonos a l su b e spa c io  fo rm ado  p o r s  t  0^ '4 '-^  se 
d e l P r ln c lp lo  de S chw inger (x ^  = x ' ^ )
deduce
4
IX,X) ) ( Â o  )  ^ (90 )
E xpresado en fo rm a  v e c t o r ia l
(91 )
donde A° ■ j. -  ^  Âo -
im ponlendo la  I Ig a d u ra  a '4 '^ tx ')
t  -*»"V
-  °  (92)
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se o b t ie n s
[  f  i v  -  A , IX ,y ')
O
cuya s o lu c îô n  es
Â : X ( : , À :  v , 'T '
A , i» .
-» r i  ;J  +
donde ù .  ~  — ^y  I
ETACR's son;
c j v , '  =  V ,  C
(93 )
(94 )
(95 )
(9 6 .b)
Sea e l p ro y e c to r  d e l su b e sp a c io  de f  une i ones '4' que v e r i f l c a n  la  l ig a d u  
ra  p r im a r la
G?, =  4  -  v /  (  3 ! . .  3 ,1  7 .
Es c la r o  que
Qy = c! Q, = d
(98 )
(99)
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En v i r t u d  de (98 )
Ci = Q. C Q, = Q, ( 1 - A SS * i 5 -) Q, =
= Q, ( A + i  « ( '>'•'(1 ) ®A
( 100)
U t i l iz a n d o  e l Lema de I V , 1 0 • 4 = ^  C >  0 .  Se e s tu d ia n  a c o n t in u a c lô n
a lg u n o s  e je m p lo s  de a c o p lo s  d e l campo RS con campos e x t e r lo r e s .
1) A co p io  mTnimo con campos e le c tro m a g n e tIc o s .
, La 1 Ig a du ra  p r im a r la  es
^ 1 - ^  "  (101)
Un s e n d  1 lo  c a lc u le  conduce a :
A  = ^  S . i l  f  ^ p r A ) ( 2 w . a  _  ( n - V s « ) ( n -  cî V) =
-  t  2 . B  (102)
(X .T t; =  ^  - €. % . 5
E s te  r e s u lta d o ,  o b te n id o  p o r p r im e ra  vez p o r Jo h n so n -S u d a rsha n , es una a p l ic a -  
c iô n  a l caso  de s p in  3 /2  de la  p ro p o s ic lô n  dem ostrada  en ( IV .  1 ) .
S u s t itu y e n d o  en (99 ) f é ]
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Para v a lo re s  d e l campo m ag n é tîco  supe r lo re s  a l c r T t I c o  la s  re la c lo n e s  de 
a n tIc o n m u ta c Io n  d e ja n  de se r lo c a le s , p e rd le n d o  (103) su v a l id e z .  En e s to s  ca­
sos habrâ  que o b te n e r  la s  fu n d o n e s  de Green a p a r t i r  de la s  e c u a c lo n e s  de cam 
po con d a to s  de Cauchy sob re  s u p e r f ic ie s  c a r a c t e r î s t lc a s  que no son de t I p o  es_ 
p a c lo .
2) A co p lo s  11po Paul I con campo e le c tro m a g n é tîc o  
La t Ig a d u ra  p r im a r la  es
v S ) . ?  -  = °  ( 1 0 1 . )
SI T B 0 se deduce la  e x is t e n d a  de l lg a d u ra s  s e c u n d a r la s  que d e te rm ln a n
°® ->
'4'o en té rm în o s  d e 'H '. (104) se e s c r ib e
Vy. Y  ^  _  Vn »  +  -t ) .  ^  (105)
donde t  * = I f  °  T ° * .
A es ahora
+  i ( t . 5 ) t ï . î n - ï . î A  
-  1 .  ^  +
El te n s o r  a n t is im é t r ic o  e s té  dado p o r
=  i l »  +•
con q ^ , q^ y q^G  R , de donde
- i  (,^ >(“  E -  T® T® B  - M i lS ®  E x  2  + 4, (108)
( 106)
(107)
v e r  I f Ic a n d o  ^V  = -  t (109)
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cuya s u s t i t u c tô n  en ( 106) conduce a
A =  A..,. +
(110)
El û l t im o  té rm in o  depende de la s  d e rlv a d a s  de lo s  campos E y B y  de sus 
fu e n te s  (J> , "J) A  es lo c a l .  C a lc u lê m o s lo
t . n  = V V . î  = S . l l  +  ( ' I l  +  (111)
donde se han u tM Iz a d o  la s  ecu a c lo ne s  de M a xw e ll.
SI qg = Ay "  0 en tonces  (111) se a n u la  ( V .B  = O ) , e l l o  nos In d ic a  que e l 
té rm in o  de Paul i q^  es e l mas Idôneo que puede s e r a n a d ido  a l L a -
g ra n g ta n o  m în lm o. ^
* En e s te  caso se t ie n e
A  =  (112)
El Ig le n d o  q^ = ^  se c a n ce la  e l té rm in o  de a c o p io  m înlm o en A  » e l cu a l s i ­
gne s ie n d o  In d e f ln ld o  con un campo c r î t i c o  B^ = • • Los v a lo re s  c r î t i c o s
d e l campo m agné tîco  V q^ se o b t le n e n  de la  e cu a c lô n
que c o ïn c id e  "p ra c t Ic a m e n te "  con la  o b te n id a  po r S ham a ly -C a p rl[^2 6 je n  e l e s tu d io  
de la  h ip e rb o l ic id a d  de un s is te m a  de ecuac lo ne s  2 0 x 2 0
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con ~
O bservese que e l segundo f a c to r  en ( l l 4 )  no apa re ce  en ( I I 3) .  En lo s  casos 
con q j y q^ 0 e s tu d la d o s  por S h a m a ly -C a p rl, la s  v e lo c fd a d e s  y  s u p e r f ic ie s  c a ­
r a c te r T s t  le a s  dependen de TC*''Tk° y p o r ta n to  d e l p o te n c ia l v e c to r ,  lo  c u a l e s ­
ta  en c o n t ra d ic c iô n  con e l c a ra c te r  lo c a l de A  , es dec I r , . Es to
m ue s tra  que e l metodo empleado p o r e l lo s  o t a l  vez e l  c a lc u lo  es e rro n e o .
N o ta : En su t r a b a jo  la  I ig a d u ra  p r lm a r ia  — "To ^  = . 0  , es in ­
c o r r e c te .  H aciendo e l c a m b lo " t — ) e n to n ce s  A  depende d e l p o te n c ia l ve c ­
t o r  y d e t A  conduce a ( l l 4 ) .
En lo s  casos con q^ y q^ f* 0 A  e s té  domlnado p o r  la  p a r te  c u a d ré t lea
t . t  _  l a . s u s i )  =
=  ^  O l S -  +  3 ( 1 , 1 3 + 1 , ( 1 1 5 )
que obv iam en te  es In d e f in ld a  A I n d e f In ld a .  Los v a lo re s  c r T t lc o s  de lo s  cam 
pos ( A  s in g u la r )  se o b t le n e n  de nuevo de la  e cu a c lô n
M  A  =  1 ^  -  i e ' '  -I- 5  +
+  j  (1 ,4 3  +  4 ,4 ,)  E .B  4- Z . %  +  2 1 ,  % e  | =  O (116)
que p o r la s  c o n s id e ra c lo n e s  a n te r io r e s  s le m pre  t ie n e  s o lu c lo n  
Cuando t  sea de la  fo rm a
%  =  3  X ( 117)
donde X es una m a t r iz  a n tIh e rm T tle a  y u componentes e s p a c la le s  de un campo ex­
te rn o ,  se o b t le n e  A  I n d e f in ld a .  En e fe c to :
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( 118)
En e l caso mas g e n e ra l b a s ta r ia  p ro b a r que la  t ra z a  
1 ,  ( î . î  -  i  }  T r (  t . t )  +  i  T r  ( 2 .  ( , „ )
es In d e f in ld a  p a ra  lo  cu a l es s u f ic le n te
" T r  (  2 .  ( ï  X % ) )  =  o  (120)
3) A co p io  no In v a r ia n te  Gauge.
La e cuac lôn
( t .  It, -  " i/ i  T - t  -  ■^7» ^x-f  + -fy» T . I  +  ^ (121)
con n.j^ =- i " h ^ - , k •= 1 ,2 ,3 #  es d e r iv a b le  de una d e n s ld a d  Lag ra n g la n a  y se 
reduce en e l caso l i b r e  a la  e cu a c lô n  RS l i b r e .
De ^  “  0 en (121) y m u l t ip l ic a n d e  p o r  -if®  se deduce:
(2*x  '  «1 -  « î)  A°'V® + ( ô). A -4-^  4- C A® v .Ç  +
+  ( ” l  -  ( - ^ - ^ 3  +  °  (122)
En e l Gauge de Coulomb (122 ) es una 1 Ig a d u ra  p r im a r la  p a ra  la s  componentes 
V , . t  =  ~  Cô^- ^  -  o  (123)
s i e , = e j
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Calcu lem os A
^  ^  ^  ^  C ^  -  E, 2 ,  Bi  n ,^  -  i  ( n . . n : y  - e ,  2 . B  (124)
SI /  Gg A  es un o p e ra d o r no lo c a l pues depende de d e r lv a d a s . SI e^=eg 
se t ie n e  In v a r la n c ia  Gauge A  lo c a l .  Recordemos que e l re c T p ro c o  es s lem ­
p re  c le r t o  ( I V , 1 ) .
IV .5 CUANTIFICACION DEL CAMPO RS'*
Se e l lg e  X   ^ = 1. La e cu a c lo n  de campo es
n .^ ' -  fly. +  fy . ' f . n f . i f '  4- Yvk Y. - 1^  4'x = o
(125)
^  M -
La I Iga du ra  p r im a r la  se deduce de (125) con = 0 y  m u l t lp l  Ica n do  p o r i f  ^
( t t - k S ) . 4  = o  ( , 2 6 )
y  -  â .  n  t  P ik p  
que se e s c r ib e  de la  form a
v P  4 - = 0  (1 2 7 .a)
+  t ' T " "  ( 127.b )
=  r t - U ^ + - t  (1 2 7 .c )
y t '  -  .
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Las re la c lo n e s  de conm utac lôn  v e r i f l c a n
-  A y.
Mac I endo = 0 se o b t le n e  e l mul t i p l  Ic a d o r de Lagrange Ay^,
-  ‘^y.o
(128)
(129)
de manera que:
(130)
' i j  ■ h  '  i
® cj -  v ‘  c , j
c j „ -  c y
V -  v ' c . j V i t ( y ; ' T
El te n s o r  no es n e c e s a r lam ente  a n t ls lm e t r lc o  p o r c u a n to  que la  te o r fa  t i e
ne 12 g rados de I I b e r ta d
T ) , „ =  +  i 1 * V <' ” >
Ag# 9 3 » 9 i, r e a le s  y q^ c o n p le jo .
En p a r t i c u la r
T®o „  + P 1 9 h )  Ô Î.E -  24#, S . B
-5 ( 132)
T °* = - M l  E ' - %  S '  -  4y (  e v  5 )  -V- 1,
Las r e la c lo n e s  de a n t Ico n m u ta c lô n  e s ta n  d e f in id a s  s i v  posee In v e rs e . Cal 
culemos su d é te rm in a n te
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-  1 =
_ f _ ^ ! i — V r  1  -  (  ‘  g -  ] '
U C J - '-  < '"> )/
[ l -  (  ( t ’, - ' >’ * + = - ' ' ' ■ 4 ^ ^ ( ' 3 3 )
S ' . . ' .  - ' I  -
SI q^ es re a l y q ^  = 0 es a n t ls im é t r ic o  y  v ^  i n v e r t i b l e .  Las r e -
la c io n e s  de a n tIc o n m u ta c i5 n  son lo c a le s .  En le s  o t r o s  casos puede no s e r In ­
v e r t i b l e .
La cone x iô n  e n tre  I M o l y  e l d é te rm in a n te  c a r a c t e r î s t ic o  se e s ta b le c e  p e r 
m edio de la s  e x p re s lo n e s  s ig u le n te s
«S (  - ^ i ; S Î =  . ’ ■ [
4  -  M i ; , (
_  ( q ' r O t  + ("  F ) '  +- (134)
H ablendo u t l l i z a d o :
( n .F )^  = —
F .F  = p r T^w - 2 (  s '  -  B ')
F .y  = ^ r — H e  . S
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y = n (1 ,0 ).
I V o j se e s c r ib e  de form a In v a r ia n te :
( i  1Î, t  q’, - 1 '*  +  - 2 'q l , )  " *  F  F  )  ]  ( ,3 5 )f
Comparando con
b (
(i-Jp'FS)n3 + M<|( 2p -q )  (''•F)^4-
4- ( . a p ( f ' l )  F . f ) ^  J  (136)
se I le g a  a
' ( " . F ) , s .  -  ( -3 7 )
(138)
Con la s  Id e n t i f I c a c lo n e s  |
p .  - q ’  I
q “  -  ^  I
La c o n c lu s io n  que se e x t ra e  de (137) se resume en la s  Im p iIc a c lo n e s  
! I n v e r t ib le  <(' )  R e la c lo n e s  L o ca le s  de A nt Ico n m u ta c lô n  T e o r îa  Causal 
Es I l u s t r â t  Iv o  c u a n t iz a r  RS* con A j  ■= 0
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Las re la c lo n e s  v e r I f  lean aho ra  la  ecua c lô n
C +  i  -  " % u +  (139)
C on trayendo  con p o r la  de recha
A ,  ^
con lo  que ( 139)
t"  " fm u l t ip l ic a n d e  ahora  p o r V*^ p o r la  de recha y te n le n d o  en cu e n ta  C .V  =®
i f *  Kt J  /  Nf v.+ \ - (
(140)
(141)
(142)
Iu e g o :
C u u  = . '  ' i n u  -t- " 5 ^  ( v . f  y '  vp  +  Y  ( " <  ^
_  v . v F  f v . v + r  4  (11,3)
En p a r t i c u la r
' t f  = - 1  -4  (^ -(V  ( , H . „
En e l caso I Ib re  = t|-3 /2  ^  i|^1 /2  donde
t  ■ F '*'} '-  ) V ^ i  =  °  ( .45 )
a tiem pos Ig u a le s ,  toque impI lea
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^ 3 /L  1/^
— CL 4" CL^  jM u (1^6 )
'^7  ^ ' r "
(147)
Dado que 
se o b tfe n e
< '  - ( ^ , f  " ^ ' ^ 0  3 T . c . / (  P5 -  - - f ' r j )
La Ifg a d u ra  en e l caso l i b r e  es
Y . t f  =  k t ° - P  ? -  M X . t
con M -
de donde
V . f  =  (1 4 9 . , )
(148)
(1 4 9 .b)
^ . C . f  =  -  a _ L 2 r ^ "  ( ,5 0 )
Se obse rva  c la ra m e n te  que es un g h o s t pues sus r e la c lo n e s  de a n t lc o n m u ta -
c l6 n  son n e g a t iv e s .  Lo mismo puede d e c irs e  de la s  componentes
^  ^  \ )  ( Fi -  T ' '  ^ i )  ('S')
3 /2C j j  se c a lc u la  a p a r t i r  de ( l4 6 )  y
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(152)
re s u lta n d o  la  co n o c ld a  e x p re s lo n
C lj .  I  -6,-6; +  h) + i -  F' <’«>
D e fln le n d o  e l p ro y e c to r  Q d e l su b e spa c io  de fu n c îo n e s  que s a t ls fa c e
la  l lg a d u ra  =  O
Q j . ^  =  y  -  '7 ;! c ( '5 4 )
Se comprueba que C ^ y  es e l In v e rs e  de (Q A °Q )^»^  en e l s u b e s p a c io  Q. En 
e fe c to
(G )A ‘’ Q y  =  Q r  4- t C - < p  ' ' • ' ( ^ K V - ' ( . ' ( V n ' M ) ' ' ' ' 0  ( ,5 5 )
C ^ x  Q ^ U  ”  (156)
u t l l i z a n d o  C v^ -  0 y la  e x p re s lo n  de C .% ^  se I le g a  a
y v  ( Q A - q /  o  = Q^ . * '” >
En In te ra c c lo n  e l o p e ra d o r e s tâ  dado p o r ;
V ®  =  W -  T®® -  £  T x ®  (1 5 8 .a)
4  T o  '  -  £  T x  ^ (1 5 8 .b)
o b tèn ie n d o se
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v f  =  (  i  4- ( ,5 9 )
Actuando con a ambos la d o s  de
T  , ,  2 r i : : 4 (
\  few y /
que pues ta  de form a In v a r ia n te  con ■=:. ^ (
deduclêndose  una fo rm u la  ana toga  a ( 137)
M(^n,F) n a'‘ I v.f I (.62)
Por C it lm o  veamos como se m o d lf lc a n  la s  re la c lo n e s  de a n tlc o n m u ta c lo n  de l 
campo 'Ç.v^ en a c o p io  m fnlm o:
V  3 . ^ r p - H )  — t  2  . %  ( 163)
» \
( .6 4 )
Cuando B a tra v fe s a  e l umbraI c r î t î c o  de Johnson-S udarshan (164) se hace In d e f I  
n id a  s in  hace rse  s in g u la r  como en RS (donde aparece  £ l  -  —  ^ Z .  * )«
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IV . LA MATRIZ S
V.1 FUNCIONES DE GREEN LIBRES
E scribam os la s  e cu a c tones l ib r e s  para  un campo ^  en la  fo rm a :
A l  5-^) ^  °  ( * )
Las fu n c io n e s  de Green înhom ogineas aso c ia d as  a ( l )  s a t ls fa c e n
• ' = IL s \x - / )  (2)
El d iv is o r  de K le în -G o rd o n  «Acp") se d e f in e  p o r [^4
A ( f )  < i ( p )  =  ^  À  ( r ' -  " ' ( )  ( 3)
s le n d o  £ es pec t r o  de masas de ( l )  o b te n îd o  a p a r t i r  d e l p o lin o m lo  Q(p)
Q U )  =  (  A c r . )  =  q ,  4  r » \ ) (4 )
DefInam os la s  fu n c io n e s  de Green (x )
-  <1 C ’" H (5)
donde A g ( x ;m ^ , . .m^) es la  fune  Ion de Green e s c a la r  que s a t ls fa c e
TT 4 ) = s \k ) (6)
i  %\
cuya s o lu c iS n  es
A
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C l
(7 )
El d iv is o r  de KG d (p )  puede d é s a r r o i la rs e  sob re  la  capa de masas p^ =
d c r ')  -  c A ^ c n  +  « L ^c r)  (  p ^ - « 4 . )  (8 )
de manera que la  fu n c lo n  S g(x) se descompone en suma de fu n c io n e s  de Green de n« 
sa b ie n  d e f in id a  S g (x ,m j)  mas un tê rm ln o  de c o n ta c te
^  ct Agt>5,^0 =
- T e ,  a'  i Q )  +  2  =— e t
( 9)
SI (1 ) es una f a m i l ia  p a ra m ê tr ic a  de e c u a c io n e s , como en e l caso  d e l campo 
■ 'y , ,  se ra  p o s ib le  m ed ian te  una e le c c lô n  p a r t i c u la r  de le s  p a ra m é tra s  e l lm in a r  
e l tê rm ln o  de c o n ta c te  [ l 8 ] .
El d iv is o r  de KG J-j^yCp) de la  fa m i l îa  de ecua c io ne s  (1 .2 1 )  s a t ls fa c e
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-  A (10)
donde A = Y T  (p^ -  lU j) .  C on trayendo  (10) con 15^ *“ y
a t  1- 2 X 0  ^Xw -  ( 0  + ^2.') P
A. l 4 X ) - 0  =  -  IfL. A  (11a )
((3 -  XO^ff. p -  m ')  <Lxu ■*■ f  ^
4- YA J^xw -  -  Pi, A ( 11b)
de la  com bInac ion  de ambas 
( 2 X1 -  + A X , - X )  p’ ^ ^ ^ d x o  ~  2X% -X <  -  X^") V. P Tf ^  A x u  “*
-  ( 4 X ^ - 4 )  Axw =  (  f A t y  + C ^ - X t ) ' f i , X P  -  2 X4  A  (1 2 )
El c a lc u lo  de j . t P ,  X ^  p a ra  un c o n ju n to  p a r t i c u la r  de p a ra m e tro  1 X'O 
d e te rm in e  d t p ,  X tb  p a ra  c u a lq u ie r  i  X;  ^ p o r m edio de la  t ra n s fo rm a c lô n ;
t j .  =  " Ç ^ ( e ) ' 4 r x  -  qy. 4- » T ,. f . 4
A ^ ' ï ,  M  = T '^ e )  A ,.x “ 3.^’0 ‘T '''(e ) (.3)
AuuCf, ^0  = "FyixC®) d  P, 3.-.)
donde t ' [ ( 0 )  -  ^  )
Se expone a c o n t ln u a c lo n  e l c a lc u lo  de d iv is o r e s  do KG para RS, RS*, RS^
i ) El d iv is o r  de KG para  RS con la  e le c c lô n  A = (O, 1 /2 ,  1) es:
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que se e s c r ib e  de la  form a
C  =  -  \ v  ( - f * " )  "  &  (  A ; » - )  [  ( - f  4 S . [ .  + 3 , ^ ]
y  u t  i l I z a n d o
jf  + m Ÿ  = 4- (_ -  ^ ' )
d ^  se descompone segûn (8 )
=  V  *  ‘ ‘ r  F  '  ^  ^  ( 1 6 , )
s iendo
d ^ y  =  -  C /f4 -m X  -  i  - y x ,  -  c V  W  V  )  (16b)
cLuw» -  -  d -  c  y  l y
/ (16c)
La ge n e ra l Iz a c lô n  para  todo  v a lo r  de se o b t ie n e  a t r a v é s  de (13) con
» . - y  (
y  =  (  'V k q -  v ^ ^ k )  a ^ c ( p , o 3 ( v  " F *
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(17) se descompone segûn ( l 6a) s Iendo (^243
d 'p C f / X x )  -  (18a)
A " ^ U A > )  -  F
F >  F- OL, ^  CFFI
N o ta r que X4 s o lo  apa rece  en <Lyut, y  s i  X4 =■ i
2)  E l d iv is o r  de KG de RS* p a ra  A  = (O, 1 /2 ,  b j *  1) y  m m 1 /2  es
f  _ A  . ( A k < - 6 ) C / + r . V ) K . . U + . « ' )  ,
2 2D é s a rro ila n d o  en to rn o  a p » m
^  j ' ” F  ( p k - r - ’ - ’)
d y . . .  “  % , y L -  ^ R S 'y o  -)  (20a)
donde
n»*" jAv» RS^âJ
-
_ i
(20b)
-  •y . aws4v»«.( -^tA) -  y  ( / +  + PwJ (20c)
Por la  tra n s fo rm a c lô n  ( 13) se o b t ie n e  V X 4 (
=  =^,$4 (  p , . y  (2 1 .)
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rxJ
I  ^  C P /O ^y  ^  X ^ t / F P . 'O '^ u C Y ^ ^ )  +-
X T  ^
4- C7(<+3-)Tf {/<-»‘'X)Vi, + _ l b _  15 ( /+ '" !z )C - /+ a '^ )  f / .
am (b.4) jM ( k - i )  '
(21b)
donde
D é s a rro i la n d o  en to rn o ; a p^ = ” *1 /2   ^ m '6.)
=■ 4- (  r  -  . ' " z )  (22 a )
• * « • >  "  - " I n ^  c ^ 4  ( / 4  « !x )  (  P. .  6 :)^ ^  v „ )  (22 b )
rf‘ “ k = -  C-Y4>«3 -  —  , r  i l f  ( a 4 'b 4 o " c - 4 . , ) / ' ) l l« -
"A) I— f
- - « . t / 4 a n , b 4 - . . i , - « )  f „  -  P , , t / 4 2 - ) . 4 - b . - ~ ) V „ 4 - a p , . P „ ]  ( 2 2 c )
Las c o rre s p o n d  le n te s  e x p re s lo n e s  VX>( son :
A’ Y  ( ( ,2 ,y  = (  2^4. .(« -'« ■ '.U i ) y  (23a )
< . a , v y  e r \  (2,y  ^ ^
r>l -a %
4 - — h —  c / + m ) x  ^  - i - b i —  Z ) ^ , . -
A*vv(\9-4) J«rA(V>-4^
_  4 -x j" )  tr^ , ,-Y v A ) ^  ^  (23b)
------------------------   Y  » u
^tv>(b -4)
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Comparando (21b) y (23b)
po r ta n to  e l te rm in o  de c o n ta c to  es
+  C \ i  (24)
SI se e l Ig e  X   ^ = I
S r % - )  =  F  (25 a ,
%  =" "  C -^4 ya)  ^  ^  **' A &
5 g  b O  -  ( 1). -  (  Z ^  • ^ " x )  (  ?u -  '^  A g t x . r - ' t )
^  (25c)
con =  l ' y
3) Las fu n c io n e s  de Green RS c a lc u la d a s  p a ra  A  ^ = 1 t ie n e n  la  misma e s t r u c t i^  
ra  que ( 25 ) ( s i  m  ^ j* m^)
^ 6 ^ . ,^ '^ )  (26a)
■= &  % %  (  V  -  -  »  (26b)
6  ^  (  V  -  ^  L -  H X )  A , ( « ,
97
r--*lo s  c o e f le  le n te s  que m u l t ip l ic a n  a y ^ ^ , „ s e  deducen impon iendo  a (26a)
que v e r i f i q u e  (2 ) y u t i l i z a n d o  la s  r e la c io n e s  e n t re  lo s  p a r lm e tro s  A j  y la s  ma^  
sas m, y m1 F "2
-  X» -
VAj V —   m
2Xj_ — ^  V, 4-
(27 )
A -  *4 \ %  _ X
P X ji—" iV j .vzV j—t
4 ) El caso X j  *= 1 /2 , A g = 3 /8  no puede o b te n e rs e  a p a r t i r  de RS* m ed ia n te  la  
tra n s fo rm a c lô n  (13)« De (10 ) y (11 ) con X  ^ 1 /4  se deduce :
(28a)
(28b)
Form ulas que c o in c id e n  con (25) tomando rvu^. ■= 2v*v , sa Iv o  en e l té rm în o  de con^ 
ta c to  depend le n te  de , que s o lo  a pa rece  p a ra  la s  fu n c io n e s  de Green inhomo- 
geneas.
S i X g  = 1 /4  r é s u lta  que no puede I n v e r t I r s e  ^  d iv i s o r  de KG.
Es to  es consecuenc ia  de la  in v a r  ianc  la  Gauge de la  te o r  la  b a jo  tra n s fo rm a c  lones
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Si d e f in im o s
I r )  = -  ( V  ~  V  ~
=  -  (  V  V ^ O  ( 29a )
-  ce C f;A - t  y )  c c p. -  (29b)
e -  */%, ^  2.
donde c ,  » -  2 .  , i .  ■ ) 2 ;- A n r r î
I rni-»«4 '  3 r . l Y*i
Mlj = , n ' 4 j  ^ X .
podemos e s c r i b i r  la s  s ig u le n te s  r e la c io n e s  p ro fu sa m e n te  u t iü z a d a s  en iV .5
15^  d ^ y  =  -TSr = (  R. -  )  { ? ~ '  vv2 )
d ^  ^  Ce (  Z -  (Pu -  ^  ^6 ,) =
=  Ct ( (n \ l-  lYY\) •'■ l  P*" C L -  ' i ' ^ f'3  (3Db)
(
d ^ y  T *" =  C l C - ' 5 .  y )  C Z ^ - F ^ O C Z - -
=  c  Y  -  ^  y )  (  l  r - l -  r ^ i )  +  { j ^ -  r ^ \ ) )  (30 c )
d p - ç ^ ' r  2.^ C Z - a Y v \ )  (30d)
(30a)
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'(F Id' + -1 ) ( 30e)
f  - 4 t  Fo -  4 (F V  ç; /  F') l  f’’- (3 0 f)
Z  r  - i  CFf- i (30g)
fF j f .  - ce ( -  ^ Z )  I Z ^ r*() cPw" 3, (30h )
r“  - Ci C P ^ - 'z y )C Z 4 '^0 (p'^'- % /0 ( 301)
r  jy .  F" ■ ^  CZ+-) p’-C ( 3OJ)
fF 4 .  r “ - ce CP^- l ; Z f  C Z^'^0 (30 k )
Es In te re s a n te  o b s e rv a r  la  a p a r ic iô n  de te rm Inos  de c o n ta c to  a l
St|.o -.f y -(F
c o n t fa e r
-«F = 2-^  C Pu -  ^  'f.) ( 31a)
■6F
t r  s ^ )
-  ;icarF'-'-''») c Pu - *  A(,C<,f"»x)
, [cA-OCPv- -■^Yv? (  ^>\ - »*X) L '
( 31b)
t Z ^ r ^ î H P u - ^ X )
( 31c)
(31d)
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-
Los d J v is o re s  d ^ y C p ) ( l = y  , £ ,  1 ,2 )  se  ha ï Ia n  d lr e ta m e n te  re la c io n a d o s  
con lo s  p ro y e c to re s  de s p in  y masa d e f fn id o s :
(  P) I -  Arne t e  Z  ( P /X )  T ^ I P / X )  (32a )
r  y . r ? (  X '
r > o
• S i  ( ^ p ) \  == -  E( Z  v M p > ) v ^ ( f , X '
r  ^
- t . .  .
( 32b)
r > o
A
donde ±1 segun que la s  so lu e  I ones de fre c u e n c fa  p o s t I v a  LL^ sean de nor^
ma p o s i t iv a  o  n e g a t iv a
2m — m_ 2m -  m.
6 ^ /2  ”  *  1 » ^ 1 /2  “  "  1 » 6  ^ = s ig n o    , 6  g * * '9 " ®
V .2  FUNCIONES PE GREEN Y RELACIONES PE (ANTl)CONHUTACIOH
La fu n c lo n  de Green homogênea l i b r e  S ( x , x ' )  ad o p ta  um fo rm a  s e n c î l la  p o r 
m edio  de ( 32 ) (p o r  s im p lic id a d  se sup rlm en  lo s  in d ic e s  d e l camp*))
S ( x . x ' )  .  I  s u X i - O  = f  A  ( « - » ’, - O  -
_ - i  -2.  E(  i  +  v j w l
*  '  (33 )
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donde %  -  S P ^
• •  ( à f -  M  ' k ' ( f ' ) ' )  (3ba)
' ^ ; ( ' I  "  C â o '^  " ' ( r A b  e ' F  o ^ b )
^ u j ( x ) ,  v | ( x ) ^  so  un c o n ju n to  com p le to  y  o r to n o rm a l re s p e c t©  la  m é tr ic a
A®
j  d '<  u?., =  j  d x  v !  IX )  A° V^, tx )  = t e  S i i  (35a)
j d * x  i x \ V )  A ® v ' t x )  =  v | t x )  A ° U - ^ x )  = O (3^b )
(33 ) se ha e s ta b le id o  en e l caso l i b r e ,  p e ro  es Ig u a lm e n te  v a l id a  en in -  
te ra c c io n  e lF g te n d o  u j ( )  y  v j ( x )  l i b r e  p a ra  un tie m p o  t ^  a n te r io r  a la  in t e -  
ra c c iô n  y re s o lv le n d o  e p rob lem a de Cauchy p a ra  tiem pos p o s te r io r e s .
Como conse cue n c ia  le (35)
,  J aV *  S i x ,  x ')  p ®  Mrtv’J (36a)
y  en form a in v a r ia n te
iV txy =  ' (36b )
^ ( x )  en (36 ) re p re s e n t e l  campo c l as ic o .
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Def Inamos a c o n t ln u a c lo n  e l campo c u a n t ic o  [.123
kVlx) =  %  «-Z (37a)
% Z  v j t x )  (37b)
SI -.in — t»  (x )  y ^  (x )  c o in c id e n  con lo s  campos l ib r e s  e n tra n te s .
Im poniendo re la c io n e s  de a n t ic o n m u ta c iân  c a n o n icas p a ra  lo s  op e ra d o re s  de 
c r e a d  on y des t ru c e  ion
{ [  K i  '
y n u la s  e l r e s to ,  se o b t ie n e
=  z  S i (  vi^tx') +  v ftx ) M .tv » )J
(38 )
(39 )
I uego
^  t x ' ) ^  =■ I 9>Cx, (4o)
Es Im p o rta n te  n o ta r  que re la c io n e s  de a n tlc o n m u ta c lo n  p o s i t iv a s  en (38) co n - 
ducen a (40) s i  y s o lo  s i  = 1, VI « Eo e l e s tu d io  que nos ocupa tan  s o lo  e l 
campo RS de ocho componentes v e r i f i c a  e s te  r e q u ls i t o .  S in  em bargo, para  RS* e l 
campo de s p in  1 /2  t ie n e  norma n e g a tiv a  ( £ ^ 7 2  "  "  1 ) Y RS** a l menos uno de
lo s  campos es de norma n e g a t iv a .
Una m o d if lc a c io n  de ( 38) en una t e o r fa  con g h o s ts  p ré s e n ta  e l  d e llc a d o  pro^ 
blema de in e s ta b i 1 idad en e l s e n t id o  de W ightm an[l i j ,  es d e c i r ,  r e la c io n e s  de 
( a n t i)c o n m u ta c iô n  de campos s a l ie n te s  d e p e n d ie n te s  de la  in te ra c c lo n  con campos 
e x te rn o s  y po r ta n to  d is t in t o s  de la s  re la c io n e s  de lo s  campos e n t ra n te s .  Si por 
e l c o n t r a r io ,  (40 ) es v a l id a  e s te  prob lem a no e x is t e ,  empero la  te o r fa  e s , 
en g e n e ra l,  no un i t a r  la  y c a re n te  de in te rp r e ta c io n  p ro b a b i1 is t a .
103
Mostraremos f in a lm e n te  que la  c u a n t i f i c a c lô n  de acuerdo con e l P r in c ip le
de A cc lô n  conduce a (40) cuando x  ® x 'o o
,  - i  (■>’ «' ( I t ' " ) ,  64'" ') ] ) "
r e la c iô n  que es c o m p a tib le  con ( 36a)
S M ftx) -  ^  S*Vvx’3 (1,2)
s i  se y e r i f i c a
1 41X) , T [ x ' ) j  = . i 'S C x ,x ')  (43a)
*««*0
^^w i,M x')} = o (43b)
O bserva r que a i o b te n e r (42) S ( x ,x ’ ) es un c-ndm ero p o r cu a n to  depende de c-cam 
pos (ex tem os).
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V .3  ^-UN ITARIEDAD Y UHITARIEDAD DE LA MATRIZ S 
Las e cu a c io ne s  ( l ) , y  (2 )  en in te ra c c io n
+  % IX ') ')  (Y W  =  O (44 )
(  +  T ix )  3  -  "11 i ' '  -  Y )  (45 )
conducen a la s  ecu a c io ne s  in té g ra le s
-  'Vo'-x) -  y )  B iy )  T i y J  (46 )
s le n d o  Y ^ l x )  s o lu c îô n  de (44 ) l i b r e  y S g (x  -  y )  una fu n c iô n  de Green l i b r e  e 
inhomogenea.
C onocida  S g (x ,y ;B )  se o b t ie n e  la  s o lu c îô n  de (46 )
t i x )  =  % IX )  _  I  a - y  B ( y )  % ( / ) (48 )
in tro d u c ie n d o  (x )  dado p o r  (48) en e l segundo m iembro de (46) r é s u l t a :
t i x )  =  *+oLx) -  Y) % (y ) -4^0(Y ) +
4  j  Z y  %(Y) B ) % (2 - )  (49)
donde (49) es una s o lu c îô n  de l p rob lem a de s c a t t e r in g .
S i e leg im os Y lx l  - >  '4 'o L x ) -
X o  - V  -  o o
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' ^ ( x )  r é s u l t a :
\ ( y , )  =  Y T x )  -  [  S r U - y ) B ^ y )  -*-
j  A ' * i  S ; , l x - Y ) (50)
donde 5^  ^ es la  fu n c iô n  de Green re ta rd a d a .
Anâlogam ente  con d a to s  I n lc la le s  i ( '® " ^ ( x )  en x© '*’■ 'I'
-  [  A‘’ y S ^ (x -Y ) "P,(Y) +
4  j  a"Y S ^ ( x - Y )  (51)
donde es la  fu n c iô n  de Green avanzada.
' Siipongamos B (x ) tend  iendo  a c e ro  en e l  I n f  in i  t o  de form a que 'Ÿ  (x )  en 
( 50 ) (x ^  ^  + o o 3  es una s o lu c îô n  de la  e c u a c iô n  (44 ) l i b r e .
Sea un c o n ju n to  com p lè te  de fu n c io n e s  que s a t is fa c e n  la  ecua­
c iô n  ( 1) .  S i ip  * " ( x )  “  T j ( x )  e n tonces
4 ' W  = T ( l x )  (52a)
Ê:*w 4 t x )  = %  S ^ .  (52b)
X* ^ f
Los c o e f i c l e n t e s  S^ j son lo s  e lcm en tos  de la  m a t r i z  S e n t r e  l o s  es ta do s  mo^  
n o p a r t i c u la r e s  l i b r e s  f  e I de l c o n ju n to  ] ( x ) j . Su e x p rè s iô n  se e s ta b le c e  
a p a r t i r  de ( 5 0 ) .  En e f e c t o
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=  2  i " i )
= _ ;  6C*'-'(°) 2  6. ^ ' 1 )  ■'■
1  -5  [  a ' t  ( - ) . ) ,  t c ' - y ' ) ]  ( 53)
+  i  t
r \^e „ -V / p(x-i) C p(x-yi\
donde A . l x -  H ; F *i) = -  t  \  -  Y )  (  C ^  )
P I "  J ( . jn f i« 5 e 4
s le n d o  T ^ ( x )  con n = (± ,  I ,  p , X )  la s  fu n c io n e s  (3 4 a ,b ) de e n e rg fa  p o s i t iv a  y 
n e g a tiv a  (±)
€,q S E t
z  -= i
Observâmes que e l segundo sumando en (53) es p ro p o rc io n a I a S *^ (x -y ) p o r 
lo  c u a l desaparece cuando +  cc . In tro d u c ie n d o  (53 ) en (5 0 ) y tomando
e l I fm i te  x ^  +- 00 r é s u l ta  de la  com paraciôn  con ( 52b) [ 12]
S^. = 4- [ d-'x ^ i x )  -L c ^ j'aie y;^w%(x)S^(x,Y:5)e,iY)4t,.i'(J ( 5 4 )
En e l e s p a c io  de momentos
- i  f . x
T lx )  .  f  ^  W )
^  ^ J  (3n.)*
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se t Ie n e
'  q  ^ ( f 6  - F O  ’ Fk'-F '-I
- l e ^  ^ à \ i \  ( I f )  S d Y - ^ )  S ^ ( T , s ;B ) (55)
La c o n s e rv a c îô n  d e l p ro d u c to  e s c a la r  en la  e v o lu c fô n
f iV  4 ' f )  A" J A° (56 )
Impi Ica  la  u n t ta r le d a d  de la  m a tr iz  S re s p e c te  a la  m é tr ic a  d e f in id a  p o r (5 6 ) ,  
es d e c ir
%  =  Z  E - H  (57 )
Z  S - f  Ca  -
En e fe c to ;
" . ' f
-  2  (  ^ 4  -  I  E'' {« I 'x  Ü lx )V ., lx )  + i E „  j d \ d 'y  ïV f« ) ^ > x ) S /x .Y ;B )^ tY ) V '( ) ) ^
«a (  Soi 4- I  C«v I* * " *  - i  6 „
(58 )
N o ta r ‘S>^Lx , y ; B 3 =  * S , , tY .x jB )
U t 11 izando
Z  E,, % I 1 )  =  i S U - y )  (59)
108
* :  J i V J ’ /  '-F . '- ')
4 i ( a \  ' Y  ï ( “ ) s n )  'V ;(i)
(60 )
- î  S ( K -Z )  B ( g )S p ^ ( ? ,Y ;5 )  73(Y) Te ( y )
— i j  A  dV ÿtx) Tiu) s^cx.ïjB) %(Z) scz-Y) ^ ly) 4{(yj
4  l j d \  a''Y A'^ î ( ) \  ^ W -B N 5 * ( .x ,3 ;S )  %(&) s (z -a )  ^K\x) S l^ ) 4 ;(y j
Teniendo en cuen ta
= s  1%-Y) (61a)
S R lF^ ,Y ;e , )  -  S ^ lx _ Y )  -  j d ^ g  S „ C x - e ) B ( e ) S ^ ( ? , Y ; B )  ( 6 l b )
=  S ^ lx _ Y )  -  J a ‘*z S , , ( ï - y3  (61c)
se d é s a rro i la  e l segundo te rm in e  de (60)
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-  j  » i( î )  +. S / S ' U ) - Ç ; ( a )  j q )
4 I  S^xx. cx,zj%) ii(i> '=.{z - ' * ■ ' > (u,y ; %) =
=  I  C«V S „ C x - î ) i î > C i )  ^  j" i&  S / x , z i % ) S ( e b S ^ ( 3 _ Y )  +
+  j f f ' z  a v  -  O
Analogamente se demuestra
1  %  f '  =  H  ^ (1
(57 ) se puede e s c r îb fr  definiendo [ HZ]
l | ;  -  (63)
de forma m a tric ia l
S  =  S  ' I  = ']_ (64)
s ie n d o  S un o p e ra d o r u n i t a r io  re s p e c te  a la  m e tr ic a  V|^  . La u n l ta r ie d a d  de 5
con m ê tr ic a  p o s i t iv a  ( '^  = ^  ) im pH ca
= S S ^  = A  ((;,
no
1o cu a l s o lo  es p o s ib le  s i
' l l  -  ^  ( ^ î ' V )  ^ f î  (6 6 )
es dec I r ,  cuando no se p roducen t r a n s lc lo n e s  e n t re  e s ta d o s  de d is t ln t a  norma
S .  =  o SI ^  f  £ : (6 7 )
r  .
SI S es un o p e ra d o r un I t a r l o  se pueden c o n s t r u i r  r e la c lo n e s  de a n tIc o n m u ta  
c io n  a s ta b le s  en e l s e n t ld o  de W Ightm ann, la s  c u a le s  d e f in e n  un e s p a c io  de Fock 
con m e tr le a  p o s i t iv a .  El p ro c e d Im ie n to  es ana lo g o  a I  d é s a r ro i I ado en SV.2
Sean U j( x )  y  V j ( x )  fu n c lo n e s  ta le s  que
E l campx) c u a n tic o  se d e f in e  por
(68)
H I* ')  -  %  ( i f (69b)
v e r i f Ic a n d o s e
{  “ ’ r  I “ i f *  5 =  4 k '. "  ,  i  -  C( i i f  (7 0 )
s ie n d o  n u los e l r e s to  de la s  r e la c lo n e s  de a n t ic o n m u ta c lo n .
De (69) y (70 ) r é s u l ta
I l l
(71)
SI la  In te ra c lo n  se desconec ta  en -jjr — CX? (71 ) se reduce p o r (68) a
(72)I
Ct 4 A x ' )
(71 ) se c a lc u la  p o r m edio de (52b)
cuando Vo
%
(73)
o b te n lln d o s e
^  4 ^ ^ )  I =. % . 4 ^ H . o t ' )  2  (74)
Las r e la c lo n t t  de a n t Ico n m u ta c lô n  de I os campos In  -  o u t c o ln c ld e n  cuando
\  V. <” >
Oebldo a ( 5 7 )b a s ta  e le g i r  C j » £ j  pa ra  que (75 ) se s a t ls fa g a ,  en cuyo  c £  
so e l e s p a c io  de Rck de es tados  t ie n e  m e tr lc a  In d e f tn ld a  con la s  o b v ia s  d f f i -  
c u lta d e s  dê In t i r p 'e ta c io n  f f s i c a .  Por e l c o n t r a r io  s i  Cj = 1 VI se t ie n e  un es^ 
p a c io  de Fock con lê t r i c a  p o s i t iv a  y re la c lo n e s  de a n t îco n m u ta c ion  de s a l Ida 
d is t ln t a s  de las  <fc e n tra d a  a memos que se s a t ls fa g a  la  c o n d ic io n  (6 7 ) .  En con­
c lu s  I6 n : una te o r t(  de campos fe rm io n ic o s  es a s ta b le  > S u n i t a r  la .
La c a n c e la c io t de t r a n s lc lo n e s  e n tre  e s ta do s  de d i s t i n t a  norma ( Çj. S ^) 
Im puesta po r (67) *a de re a l iz a rs e  a todos lo s  o rdenes en te o rT a  de 
n es . Por ta n to :
CIQ1.IOTECA
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Hçcx) ^ o , f Et
j" 'y  %IV) ^  =  O , F( ;  e ;
(76a)
(766)
V .4  MATRIZ S EN PRIMER ORDEH
La am pH tud  de t r a n s tc lô n  en p r im e r  o r  den
(77)
En a c o p io  m tnim o e l e le m e n to  de m a t r iz  e s ta  dado p o r
Be). Hi'*) -  « t  Hf ■{'“ 'V; -  '‘ •A,- -  ■'{•'« ^
+  ( a + i )  T - « f  )  •/* (78)
Escog lendo "Ÿ ; (x )  “  ^  ^ ^ ^ ( x ) , ^ ^ ( x )  •
h; " B . t f  ' -  V
Las t r a n s lc lo n e s  e n tre  e s ta do s  de s p in  1 /2  con f u n d  on Cx.)
h S * )  =  M t (  ( " ï ^  -  ^  - 5 ^ )  + ( 1 * )
(8 0 )
( l  =: ^
s ie n d o 14\n = ( & r
N , =
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(81)
%1 2 D m - H  1
l i ; *  n - " . l
pa ra  qua "H  ( * )  e s té  norm al Izado  re s p e c te  a la  m e tr lc a  a“ , puede e s c r lb l r s e  
en térmCnos de lo s  s p în o re s  (||)^(x)
S .  ^  ^  O  ( 4 j ( i ^
4  I 3"" 4(1  4- 4 (
4  +  m V  +  m t m g )  -  3 f t , C a r A - r w t )  ( 3 r > N - n s j > )  _  j  ( 8 2 )
-» ■<• U
El tê rm ln o  en d e r iv a d a s  3^^ y  3  se d é s a r ro i la  u t i l i z a n d o  la  id e n t ld a d
de Gordon
iV  4>gi Aj. ^  i  ‘ *^1* V  ■*■ t  V )  ^  *^ e’ V  (83a)
(-vV ) Ayn= A ^  3^i \ 4 / A^) + ^  ^  4fi (83b)
\  V  -  ^3 , (  4 ,  < y r ^  4 ^ 0
(82 ) résu lta
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Q . V '  =  A ^  0  (  '« r -+-
2  *
3 y  1 4 (  <r>*  ^ 4 | 0 ]  Y  +  4>,i A y )  (8^)2t«-
2.
escog iendo e l gauge de L o re n tz  3 ^  = O , y empleando
0 (  4(^ V  4^») =  3 ^  ( 3 ^  ( 4>|^  4 ( i )  -  4 ( 3 4- D A ^  (85a)
A  (  \  *«''> V  =  V  +  (85b)
se o b t ie n e  f in a l  mente
Ç ,. 4^ ' = ^  a  V  +
-n\;^ + 2A ( 2 m— _  .
— ------  - --- —------------------------------------------------  Yfi T<’
2  ^ '
-  4 e  ( r r ^  V  +  A  V a >  (86a)
"  I "  ^ 3 ^ (  4*4 4ç>') A ^  -  4 j( 'é f  3  —
- -  - t f w t ' )  4(  A ^  4- 4(  4(1 ( 8 6 b )
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s ie n d o  3 ^ ^ * ” "  D  la  fu e n te  d e l campo e le c tro m a g n e t Ico  e x te rn o .
En RS* (86a) I = 1 /2 ,  a *= 1 /2  y p o r ta n to
-
^ =. & 4v;i 4- 4 ,^  - f t
-  4 u ,  l y x (87 )
e x p re s l6 n  v a l id a  h a c le n do  la s  s u s t i tu c lo n e s  4c /
y  (1 )
V. , no co n trib C iye  ,a S- para  campos e x te rn o s  que se a n u la n  s u f lc le n t e -
H  '
mente r é p ido en e l I n f i n i t e .  Las t r a n s lc lo n e s  1 /2  — >  1 /2  en p r im e r  o rden  e s - 
té n  dadas por
s "  { J V  (  é  ^  ^  < r r %  (e s )
Observese que a lo s  te rm in e s  de a c o p io  m in im e y  de Paul I se aflade una Inte^ 
ra c c l6 n  c o r r le n t e - c o r r le n te  y  que e l memento magnet Ic o  anomale c o in c id e  con e l 
o b te n ld o  en ( I I I .7 5 ) pa ra  e l campo
En RS** s i  I -  I '  con a = ^  r é s u lta
M-? ^ =  -  « f t  '« /' <|>t 4  £  €. Ng -
-  J  ( rA -m O  a - r ^  +  Q x  ^ i t  (89)
SI I /  I '
rb. 4-(* =  I  N* Nfl'
  e N | H j' ( -t«( -  m j')  d’ l  d"!* 4 * ' ^ 'X  ^  (90)
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La a m p litu d  de t r a n s ie  Ion I^  I ^  es pues:
S  j. = IC4 [ ^  »t 4^ 4>i +
4  I  N;. ST ^  (S D
Las t r a n s lc lo n e s  y  <—»  I ( I  = 1 /2 ,  1 , 2 ) se o b t ie n e n  d»
e . .  h' =  (  ( - :  +
(  H h  V  -  '«
’B .  =  t  { -  ; * (  4 - x ^ -
(97 b )— i. 3
por ta n to
4 '  =  ( j"»"* hJA F. -< <|,j -  ^  ^  F, .t f - -  ) (93 )
(91 ) y ( 93 )  s j 0 ( £ f  y  Ê j)  y  p o r ta n to  la  te o r îa  es I n e s ta b le  en p r ^
mer o rd e n . S In  embargo s i /  £ j  no aparece  e x p IT c i tam ente s i p o te n c la l  v e c ­
t o r  A ^  lo  que p e rm ite  a O a d lr c o n tra tê rm ln o s  In v a r ia n te  gauge que cance lQ n e s ­
ta s  t r a n s lc lo n e s .
La descom posle Ion d e l campo l i b r e
•h ’ A + 4 ^  4. O b )
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p e rm lte  e s c r t b l r  e l  a g ra n g la n o  de In te ra c c lô n
4-
^.-1'
&  N ,  M,> + ,  t 4 , '  ( « " - " A - t ' )  4 ,  F  )  +
t
V:
»,«•
-F '^ X  ^ (95a)
: ^ 4 4>jç A y . V '
^ r ) (95b)
, S e e s tu d la  a c o t ln u a c lo n  e l metodo que p o s i b i l i t a  d e s a c o p la r  lo s  campos 
de norma p o s i t iv a  ( f s Ic o s )  y  lo s  campos de norma n e g a t iv e  (g h o s t)  en
1) En RS* (9 5 ) es
—  ju4~
+ A -<r V  -
3m (96 )
-  &  ffF \  -  t  e J T  (  4 ^ .  F. X- \  F. F R S*
Los c O fîE ff t lr fü lP s  n e c e s a r lo s  para  c a n c e la r  la s  t r a n s lc lo n e s  ^  en
p rim e r o rden  se  o b t le e n  de una dens Idad L a g ra n g ia n a  de in te ra c c lô n :
•T  X  "  F  0^  PcüiU (97)
o C t c J b -  i ' ) ^ F . F . +  +  c . f  - ( . +  +  +
4 - 1 ? . ' (  - < .F .  «V 4- 1 ? . F . f  T t  ;,g )
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donde la s  c o n s ta n te s  de a c o p io  se e I I gen de manera que  ^ =  O
Dado que : ^  *
S . F . 4 .4  =  i  M.4 < r,, F  4. n,5 4 , ^ + - ) , ,  - )
(99b)
se t îe n e  = 0
^  ->Ç F . " f  'f . 'V  C % / , ,F  F
4 , AL (mi-Dr*) tf-. F  4 v i +
4- 3 ;^ (  I ~  F "  1$^ (iQO)
hab lendo  u t l l i z a d o
_  __ (101a)
3  ^ =c o ('»"-)
. (o )
oC| 85*  pa ra  campos l ib r e s  se e s c r ib e :
K U  = e -.r A). 4 . A,. 4(^ ,- 4 4
+ — (  -  CCtv' - i*'^) -  2 m (ïv 'b -a r ')  +  2 0 ^ » ^ -  <r. F  4 i/^  -
'■
-  ( e  -  F. Y  +  4 , \ " f . F . 4 ^  j  +  ^  ( 102)
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re s u lta n d o
-  «  V  V  * r *  '■ A / .  -  I rl,R S
+ 1  ( 4- 2 C n -  4 v , ^ -F  4u^ F  '^ x  “
1 ^ '* - \  ^ ( 103)
W “ d -
I  A ^  -  4 ^  -  2Cm-m.i.) 4 ,b  A / - i
4 ; e j r '  H A  4 „  A ^
' ■ w  I  ^  ‘  ?u , '1’” i  F ' ‘ ' * i  (10A)
9 j  se d é te rm in a  e x ig le n d o  que la  te o r fa  sea c a u s a l.  La dens I dad L a g ra n g ia ­
na ( 3 6 )  se tra n s fo rm a  en la  dens idad
V p u z  -  7 . ^  - +
T y -  À i ; i  +  *^3 +■ ‘^94 ^  aa - ^ 9 ^  dy.>, F la -1-9.J %y.y «F.P ( 105)
q
(loé)
qj, “  1 ,  F
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s ie n d o  p ,q  lo s  p a ram e tros  o b te n fd o s  en 0(n,F)g^ds
(107)
D (n ,F )_ _ *  es c a u sa l s i  p = 0 9 ,  “  "  9 ,  =     . p o r ta n to
^ 2 m -m ,y 2
=  O '-» )
2 ) En RS e l p ro c e d im ie n to  es ana lo g o  a1 u t l l i z a d o  en RS a d i f e r e n c ia  de 
que e l té rm in o  a d ic io n a l a n a d id o  a l L a g ra n g ia n o  ha de c a n c e la r  la s  t ra n s {c lo n e s  
Y -<H» donde es e l  campo g h o s t C = t ,  » -  fa . ■» 4 - )
(109)
oTpooJb =  ( T . T  I ^ .F .  t  F  + \M '. 'C < r .F T f . . | -  (110a)
ofcAOc.coct =  4 s  ’ 3 ^  (110b)
La e xp re s  Ion c o rre s p o n d ie n te  a (lOO) es :
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4- ^  ^  HtH/Crnt-Zm ) j  \  4>p> F d ^ -  +
4  4- ^  5 ^  f f .F  4,1 F 4 < * dl F  4 f  )  F
4  3 \ (  4 ^  -Vu 4 j '  F  Ky, 4< i  ^  4jp» F F I 4  ^
( 1 1 1 )
( 112)
(113)
ademâs
4  ' {  f .  F X . 4  "  %  N,^V4|> - 2 m )  <%, c .  F 4 jt ’
J.t* *
■<.‘V =- K tM p »  X ^ 4 p )
(109) u tH iz a n d o  (9 5 ) ,  (1 1 1 ) ,  (112) y ( 113) r é s u l t a :
4 » ;  A y ,  4- S  '  « $ ( ,  - < / ' A y ,  F
^  ? , * '  4 .^< r.F  4 ) j> )  ^
F ^  - i N j C e -  V )  + 3 ^  (114)
donde
L^p = N j Mj* { fi ”  ^  (n>t + m^ ’ -Mm) F <V^  ( m<-av«){ - 2 »va)
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" i l
Por ta n to  » 0
£ . 2  2 , 2
1 m,
L^2 “  0  = = ^  %5 =   (115)
^12 ”  ® ~ — ' '-■>  q _ eCm |-3m a + Gm)
^ 4  l
cump1C éndose
e m»-mi 
M l  '  - j - .  -----------
Mz - o
11 C<v.i
g. tx f  — n"% + A txiïh -hZf^ irvx—
H = —  (. m( -  A m )
w
la  c u a d r ld lv e rg e n c ia  en ( l1 4 )  e s ta  dada po r
^  + 
ffU A
(lié)
(117)
F ^  X  '^ ^ - ’"4’ )  4jj* F ^ ^ + L  F 3
i . t '
123
V .5  MATRIZ S EN SECUNDO ORDEN
En e1 a p a rta d o  a n t e r io r  se ha h a lla d o  e l p o te n c la l B (x ) que conduce a una 
te o r îa  in v a r ia n te  gauge, cau sa l y  en la  que lo s  campos f î s î c o s  y lo s
g h o s t e s ta n  d e sacop lados  en p r im e r  o rd e n ; con o t r a s  p a la b ra s ,  e l La­
g ra n g ia n o  de In te ra c c lô n  pa ra  lo s  campos l ib r e s  puede e s c r lb l r s e
( 118)
SI V** *  0 o b ie n  no a p a re c le ra n  en ê l té rm in o s  cruzados 4pX se po^
d r fa  a se g u ra r que ambos campos se desacop lan  a to d o s  lo s  ô rdenes o b te n ie n d o s e
una m a tr iz  S f a c t o r iz a b le  S = S , . S . , y  por ta n to  una t e o r î a  u n l t a r la  en e lph gh
s e c to r  4  ph* camIn o  que conduct r îa  a l  mismo re s u lta d o  c o n s is t i r î a  en désa­
r r o i  la r  la  m a t r iz  S U t i l iz a n d o  e l o p e ra d o r T* c o v a r ia n te  [ 4 1 ,  4 3 ]
\
g  =  JW p (  L [ d V  o Q  i t )  j  (119)
. A p iic a n d o  e l teorem a de W ick  con  T en vez  de T y  tomando la s  con trac^ 
c lo n e s  de lo s  campos ^4 (x )  Ig u a le s  a las  fu n c lo n e s  de Green
C = i (120)
SI se a d m ite  que la  e x p rè s îô n  (119) es a p i ic a b le  cuando o l^  se descompo-
ne segun ( l l 8 ) ,  y d e f in ie n d o  adecuadamente la s  c o n tra c c îo n e s  <C
t a l  que T* conmute con la s  d e riv a d a s  de lo s  campos [ 4 3 ]
ob ten d rla m o s  f i n a lmente
g  = • -T *  J« p ( c p v  4 ° ''' V l)  t ''-A>7P ( ( f ' " ' '  oT'”'  ( ■ i j O )  „ 22)
12*1
(z)El c â lc u lo  de l e lem en to  de m a t r iz  S^j en segundo o rden
^  - i  j a v  f y  S . R t ' - y i  « 'y ) (123)
es c o n v e n îe n te  r e a l I z a r lo  en e l e s p a c io  de momentos, u t i l i z a n d o  ondas p la n a s  pa  ^
ra  lo s  e s ta do s  a s In tô t Ic o s
p a r t ic u la r iz a d a s  p a ra  s o lu c lo n e s  de f re c u e n c la  p o s i t iv a .  
Como q u ie ra  que
B(x)= r  c ' ' ' "
J  { s n - Ÿ -
■ { \  r  "S- J i
se t ie n e
A '
t *
c
i f l  I %  U f  A i 2 l  e . ( ^ ' P ) U ;
(124)
( 125a)
(125b)
( 126)
cuya re p re s e n ta c io n  es
f
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v e r  I f Icandose la  c o n s e rv a c lo n  de la  e n e rg îa  en cada v e r t  Ice
(127)
A c o n tin u é e Iô n  ca lcu la m o s  lo s  e lem en tos  de m a t r iz
T f ;  =  1  - r ' i  -  ^  H  ^  ( ,2 8 )
T ft, t  % -  r '  t
en te rm in e s  de lo s  "campos com ponentes" ' s y sus fu n c lo n e s  de Green en la s  
te o r îa s  RS y  RS* p a ra  d is t in t o s  p ro ce so s .
N o ta : V Ienen dadas en (V .2 9 ) .
a ) T ra n s ic lô n  3 / 2  ^ 3 /2  en RS* con a c o p io  m înim o
e “  1 y ^ (q )  S B (q)
(129)
y 3 /2  _ flt’ -  a O  (130)
f  I r
, 1 / 2  71^' ( %)" -  A'r X "  )  A O
‘ f t
-  \  4 '  A ' / " -  8 ' f  4 ’ )  (  8 “ ^  -  )( A " )  C  ( 13, )
N o ta r
con lo  cua l T , ,  = se deduce de . e s c r ib ie n d of l  f l  f I  RS ,m in
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\  ''GZ de C A ^  por a p l ic a c îô n  fo rm a l
d e l teorem a de W ick a lo s  campos y
b) T ra n s Ic io n  3 /2  — >  3 /2  en RS con a c o p io  m înimo
5V i
^ f i  “  T f t
ig u a l a (130) y
t '  .  c e  (  f  A ' ^ -  H  A " )
c )  T ra n s ic io n  3 /2  —^  3 /2  en RS y RS con a co p io  m înim o + Paul I
-Sy.wh) = i C  h )  +-
+ ( )( -  4( 4 .,) +-«5^ c Y  y  - / y
N o ta r <r.F = < 2 ^ ^  (  = ° )
- 3 5  -  -  A»*
( 135)
- T - ^ _  f - r ; ‘ \  4. i  , ,  Ü ^ ^ O i’ A 'A - , ' I - ( / ' K - A M , ( , 36) 
| l  ~ I  f ' L .  >
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-  J Tc») -V-
=  C d
u " '  (  i ' A ' r  -  r V  4 d  I  l4  ( -  a ♦ A, ( ^ - " - 3 )  4
34
1/
Por ta n to
V v
(137)
Conparemos (138) con lo  que se o b t ie n e  a p a r t i r  d e , T „ p *  . . „  , , :  Ob-^  R5 ,m in + ra u lf
servamos la  a p a r ic lô n  de un tê rm fn o  a d ic io n a l de c o n ta c te ,  e l cu a l no aparece  
a l c a lc u la r  (3 ^^ )^^^ **
(Tfl)ns- ”  ("4a) ~l- +
4  %  C( C ( -  < ) , ( M - 8 e ' ) f  ô i ^  1 | ( ’ a’A -V -A < ( ’ 3 ^  / A ' - j l t ^  (139)
SI = ------—— se cance l a la  c o n tr ib u e  iô n  de l campo s p in o r îa l  de masa
en (1 3 9 ). >"2 “
d) T ra n s ic lô n  1/2  — >  3 /2  en RS* con a c o p io  mînimo
T ,‘  .  N- ( ,4 0 )
i l   ^ t
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t ” "  =  / ( ' -  A 'F - 'i- )  ( K A -  4
+  i î ï >  ( r  A'f -  I ’F- <(’)  f( 4( u"4 +  N„. û ^ '' ( * '■ < '-  ( H I )
-t;;>  -_ - .  < (  A 'A'F*- ,-A * ' )  ^  ^
_  U i  ( i '  V r _  q H  / t d  d  ^  “ -''A ( ,4 2 )
R e su lta n do  pa ra  T ^ .
T j ;  = XVr Ü .^ ' (  f  < ( ' -  ( | ( A ^ - '4 '^ ' | ( ) i l '
- N . , Î Â p  (s('A’A - q '- * ’ ) ^  +
4 1  m 'A '-  - r « ( ' )  X Y  <A'Fl 4  N ,(^ ô ï‘ ( a(‘ , ) ( ' . * ' - ' ' 4 ( ) ia' -  (H 3 )
El u l t im o  té rm in o  de (143) no c o n tr ib u y e  a S ^ j pues se a n u la  a l  in te g r a r  sob re  
s
j j - ' s  ( A p ' - ^ ) A ^ s - p )  -  A ^ p L g )  -  O (11,!,)
ha c îen d o  e l cam bio s = p + p ' -  s '  en e l p r im e r  té rm in o  de (1 4 4 ) .
E l té rm in o  en (143) que no p rocédé  de i^R S * (9 6 ) conduce a
<r. f  +  4 ; (T F  3^. F. \  (145)
en e l L a g ra n g ia n o  c f e c t iv o  de segundo o rd e n .
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e )  T ra n s ic lô n  1 /2  ^ 3 /2  en RS con a c o p io  iu în im o + P a u li
o b t ie n e n :
f  î 3k»*' • r  I
- V " ' v >-h ’ X ] 'a’^ 4 > v i , û] ? ( i A - a> , ( ’; x A  ( . * '■ , ( / .
-  * , . 4 , 0 ] ;  U 'A ' " -  4 > i l ' ) |  A  u - , i ) | ( i - 4 , + A , , ( n - A " ' i X X 4 9 , a .p X -%  M  X 
- V - V - d V ) 4 A ( i ! ^ > 4 ' * i ^ > X  , . 4 7 ,
(148)+ I  3*-(( -  I 5  (*"i-Jn)’ j u'^ + ( A ^ /* -  F^ '/y^ f) u"^
Es c la r o  que S^ /  0  = = ^  No hay d e sa co p lo  e n tre  les  campos 4*
I 1 /2  ^  3 /2  ' 3 /2
9  1/ 2 '
F) T ra n s ic lô n  1 /2  — ^  3 /2  en RS con a c o p lc  mînimo
Se e ltg e  u f  ■ ^  %
-  N , û **  c r  4 ’ -  A ' ^ r )  (  i( a " -  v x )  +
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f  Î $ —VW4 \
+ (X' a"- f  ,(’) ( i X |f - C='”-A)(î-‘') i  ) (,;g)
i ,  ■ N , C , ü ] ;
4  H iC i  ‘(’ '■ ‘X’J (  i ? i X  4 ( A 4 ' - e 2 ) ( l - . ) Y ) « ^
( 151)
P or ta n to :
T f ,  -  N ; -a’ '  ( a'F - V )  (  X A ’ ‘ - r | = " 4 l ' ) u ’
r i  r  ^2 -rv \^
4 N ,c ,  û ]]' ( {  A ' f -  f f ' )  J - L  (  i  ( n  14;,-74.) X ) (  - i
4 £L7 <■ (X'*'/-_ ,V X 'J  ii^-^  4  N , ( y '  ( a A / - A V y ) u 3  
Tr»»' '
Analogam ente a (143) apa recen  e x t ra - te rm in o s  de segundo o rd e n .
g) T ra n s ic lô n  1/2  — > 3 /2  en RS con a c o p io  m înim o + P a u li
Se e l i g e  g^ = -----    e n tonces
m^ -  2m
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y V Z  .  ( l - 4 H , 4 7 î , C 4 , - 7 4 ) ) X ' y  <-
V
+  l ^ i - o ) i i r A - r ^ \ f l ^  +  %x -  % ? 1  4  -  i V ]  ■+
4- 1* ^  ( " i  -  ■‘- i
-  (  i ’ a'A -  V  I  (- ''3 .-  5 - 4 ^  ^
+  ( l ' ^ « b , +  +  %  A.p 5( -
— «is ^  14  ^ (154)
t J (  -  -  a j j  i f  A^"*- ^  ( 2 « \ - o ^ ) ( l  - q )  /  +
+  ( i  - ^ ^ 4 +  i ^ jW - î r n ) )  s(^( + < i, A.? /  - %  P 1 ^  -  -igC-a-Xnr^) 4
+■ "^1 4 +- ('q»'3«n •'■ C i “ 9g^ ^  j
N o ta : Se han e s c r i t o  e x p lT c Ï tam ente la s  e x p re s io n e s  de T ^ . pa ra  o b se rva r de 
que rtanera se producen la s  c a n c e la c io n e s  e n t re  te rm in e s  p ro cé d a n te s  de d is t  in -  
to s  l ' s .  Im poniendo la s  c o n d ic lo n e s  (115)
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"  1  ( f  a ' ^ -  4 ^ )  (156)
(2  ) ^Lamen tab lem en te  m, /  m_ = i  S j* 0 no o b ten ie n d o se  una te o rT a
u n i t a r ia .
Es f a c î l  c o n s ta te r  p o r lo s  casos e s tu d ia d o s  la  in s u f ic ie n c ia  de la  descom­
pos i c i  on (118) en e l e s tu d io  de (n > . 2 ) ,  d e b id o  a que se generan te rm in e s  
a d ic io n a le s  no p ré s e n te s  en  ^ *^ph^ ® ^ ^ g h ^  Y que inducen t r a n s ic lo
La re s o lu c io n  d e l prob lem a es e s p e c îa lm e n te  c o m p le ja  m o tivada  por la  ausen 
c ia  de tê c n ic a s  e s p e c T fic a s  como m e to d o lo g ta  de t r a b a jo .  La s o lu c iô n  e xp u es ta  
p re v la m e n te  hemos v is t o  que no es s a t is f a c t o r î a .  T a l v e z , c o n s tru ye n d o  un La­
g ra n g ia n o  de in te ra c c lô n  e f e c t iv o  oT.j{  (  que lle v a s e  a la  misma ma
t r i z  S o b te n id a  a p a r t i r  de o r ^ ^ ( 9 )  con un p o te n c la l B (x) de manera que
r ( o l  p fo ) ’ ,  ^ r f o ) "  ,
co n d u jese  a una re s o lu c io n  de l m lsmo. Es é v id e n te ,  pues , que no e x is ta  un u n ico  
t r a ta m ie n to .  El e s tu d io  d e l m lsmo, aunque In te re s a n te ,  c o n s id e ro ,  rebasa e l ma£ 
co  de e s te  t r a b a jo .
V .6  VIOLACIOM DE CAUSALIDAD Y SERIE DE PERTURBAC10NES
La f  une iôn de Green S j^ (x ,y ;B ) se o b t ie n e  ite ra n d o  la  e cu a c iô n  in te g ra l
(47):
%  (157a)
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donde
t'l'il J = (rO  J  Sg('4-x,)0(,v,)............  TJtx«
Dado que S (x -y )  se anula para in te rv a le s  x - y  de t îp o  
Ç>  ^ ( x , y j * 5 )  — ^ o V
(n)es dec i r ,  es causal para cada orden en e l  d é s a r r o i lo  p
(157a) S^(x ,y ;B )  se r îa  también causal en contrad îcc îon  con 
nidos en e l  estudio de la  propagaciôn de solucîones en RS y
El or igen de esta  contrad îcc iôn  puede e x p l ic a rs e  s i  at  
posicîôn (53)  de S^(x-y)
13*»
=  \ + < y  + 2 n^V \i,Y \x ( l 60c )
se deduce
d j / 2  l i ^ n y  -  Y " "  ^  V ' ' "  ^
4- (  Ty  ir\p /  4 - +  v y X / +  i i y V ' i . ' / ( 1 6 1 a )
d|  ( 4  y ) f . - i u 4
A- Î Q  ( vv^^u'y + ^ + r y X  /  4-Pyy (^^Ib)
3rv
A
i a , » , x
y po r ta n to
= 0  (162b)
Sumando la s  c o n tr lb u c fo n e s  p ré cé d a n te s  de S j^ (x -y ) en RS se o b tfe n e  una se 
r le  g e o m é tr ica
= %  (-0^ SVy-'jJ r
/  K =o  /  (163)
133
donde
(157b)
(157c)
Dado que S j^ (x -y ) se a n u la  para in te rv a to s  x -y  de t ip o  e s p a c io  se t ie n c
V n (158)
(n)es d e c i r ,  Sj^ es cau sa l pa ra  cada o rden  en e l d é s a rro i 1o p e r tu r b â t ivo  y seqûn 
(157a) S j^ (x ,y ;B ) serTa tam bién causa l en c o n tra d ic c îô n  con lo s  re s u lta d o s  obi£ 
n id o s  en e l e s tu d io  de la  p ropa g a c io n  de s o lu c îo n e s  en RS y RS -P a u li [ 8 ] .
p o s ic io n  (53) de S ^ (x -y )
El o r  i gen de e s ta  c o n tra d  Ic c io n  puede e x p l ic a rs e  s i  atendemos a la  descom 
=. %  i v - y )
donde \  = %
Ten iendo en cuen ta  [4 3 ]
£  [ 6 ( > - f )  / A ( x - ^ )  -  y ' r ^ u
(159a)
(159b)
(159c)
( I 60a)
(160b)
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i  [  ,'^X'^x] àCy~p =
-  ^ + 2  r y ï 'u 'n x  ( I6 0 c )
se deduce 
A
4- îLl  (  < y n i> '/ + '^^v\u^ + n ^ X / + 2 * y v i i , i / ï i r T y J  (I61a )
d, ( 0,ny^ =. ’ïiS* 'Z Ylu + '"3 vyX^  4 4- («v'^ -i^ )C( n^n^4
■V î Q  ( r t ^ » v 7  + i/{ A r y .X  /  4 -P *y n n ^  (161b)
y por ta n to
" “ •>
= O " « '> )
Sumando la s  c o n t r lb u e Iones p récédan tes  de S ^ (x -y )  en RS se o b t ie n t  una s £  
r i e  geom é trica
=  1  ( - 1 ) “  ( â M S w K  ‘ ■’ ' - i j  =
/  N =o '  (163)
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que converge  s i  ] +  / B , v\. es una m a t r lz  f n v e r t ib le ,  o b ie n  s i
jJr ( i  + n .B .n ) yf o (164)
e s ta  c o n d Ic Io n  c o ïn c id e  con la  que se ha de Imponer a f i n  de o b te n e r  re la c lo n e s  
de a n t ic o n m u ta c lô n  b ie n  d e f in id a s  ( I V . 133) .
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APENDICE A
E l s is te rna  de e cu a c io ne s  ( l , S - 1 )  se puede e s c r i b i r  en form a de e cu a c lô n  de 
S c h ro d ln g e r
l ' i l  (1 )
con Vl '^  ^ y -  4 eA®)
Et p ro d u c to  e s c a ta r  que r é s u l ta  de ta  componente te m p o ra l de la  c o r r le n te  
co n se rva d a :
-  j  ^  y '*  =  j %  -  (2 )
no es d e f in id o  p o s i t iv e  y s o lo  con un cam bio de s ig n o  de la  componente se
c o n s e g u lr îa  que lo  fu e ra  en cuyo caso no s e r îa  In v a r ia n te  r e l a t i v i s t a  (depen- 
d e n c la  a la  s u p e r f ic ie  de t lp o  e s p a c io  de In te g r a c I5 n ) .
En e l caso l i b r e  se puede e sco g e r un su b e s p a c lo  de s o lu c îo n e s  sob re  e l 
c u a l e l p ro d u c to  e s c a la r   ^ y  es d e f in id o  p o s i t i v e .  Este es e l pape l de la s  l_î_
gaduras y que en e l fo rm a lis m e  HamI1to n ia n o  lo  desempenan lo s  p ro y e c to re s  que 
d é f in ire m o s  a c o n tIn u a c io n
'  " i  (3)
que es îdem poten te  y  h e rm î t ic o  re s p e c te  a la  m e tr ic a
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F  X = F  X
(M
C  t ,  , , F + , > *
E s ta  O t im a  p ro p ie d a d  es tam b ién  s a t is fe c h a  p o r e l Ham il to n ia n o  H . E l p ro -  
y e c to r  o r to g o n a l a l su b e spa c lo  P es p o r  ta n to
<5)
con lo  que la  c o n d le  Ion  (1 ,1 -2 )  se tra d u c e  en tê rm în o s  de Q en
' ^ a ) ~  (6 )
El su b e spa c lo  Q s e ra  In v a r ia n te  b a jo  la  e v o lu c lo n  generada po r H s i Q es una 
c o n s ta n te  d e l m ov im îe n to
l  C Q I  ^  ^  (7 )
a t
Rela c  Ion que no es v a l id a  pues e l o p e ra d o r P d e f in id o  p o r
^ + (8)
es no t r i v i a l
? \  “  O
; = rt‘ -  v> o(.
.  » - n ‘ A-
(9)
p " j  = ty. n.4 -  Ti‘
con h = tv .n  +•
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La a c tu a c lo n  de P sob re  una fu n c io n  quedo c la ra m e n te  expuesta  s i  se d e ­
f in e  • ^
ifV- -  Y
= rl. t  -  (10)
^  r. -  V 'H'® + w ( r t . 'H ')  -  i l  ( o
/"V
El c â lc u lo  d e l conm utador de P y  H en e l caso l i b r e  con
<
conduce a
[  , k ]  =  -  W  ^ « ]  = "
[  =  P y  C « , k ]  =
( 1 1 )
( 12)
de donde r é s u l ta  que P^ y a n tico n m u ta n  e n t re  s î
[  Vo , V o ]  = 0
=> [ K  , ^  (13 )
I  p x 5  ,
y como consecuenc ia  la  d lnam Ica  p ré s e rv a  e l su b e spa c lo  de s o lu c îo n e s  que cum- 
p le n  P^ "^j^(t) = 0 ya que
1 i  %  Y ' t )  -  %  H , t ' O  = -  H , %
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Sobre e s te  su b e sp a c lo  se s a t îs fa c e  la  l ig a d u ra  (6) pa ra  todo  in s ta n te  pues:
-L r  O a  v io l ]  ^  0 (15 )
K'
Un e s tu d io  mas d e ta l la d o  m uestra  que a l a p i ic a r  e l o p e ra d o r P a una s o lu c io n  
l i b r e  de masa i  m y " f . t  4  o  la  tra n s fo rm a  en o t r a  s o lu c io n  (P ^H O ^
l i b r e  de masa m, lo  cu a l e s ta  de a cue rdo  con la  e cu a c lô n  l ib r e
( ' i T . f  ?4- W  %  t  ®
d e d uc ida  a p a r t i r  de ( 1 ,1 . 1 ) .
La e c u a c lô n  ( l4 )  s e r îa  v a l id a  en In te ra c c iô n  s î  se cu m p liese
; 4 |  +  I  p ,  H 'J  =  0 (16 )
O equlvalentem ente
^  4  ^ N ,  V + e  A®] )  $  =  O
é |  4   ^ + 4 °  +  ( i '  ^ ’‘ “ 4 ^ K 4 ( ^ 3 0  X ^  = O
lo  que no es c l e r t o  en g en era l .
Estas e cu a c io ne s  se c o n v ie r te n  con la  ayuda de
C n , M  -
-*■i  c w X %
c « , . — i  Ap
- .2 V
rt X n  = - i e  B
(17 )
(18)
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y para  fu n c fo n e s  Ÿ  que s a t ls fa c e n  la s  c o n d {c lo n e s
t  -  O
4- ex ( . n . v v )  -  R Ce / . Mr j  = 0
en unas nuevas co n d {c lo n e s  a d lc îo n a le s
{% .  ( S . f V 3  + = 0
/ g  .  ( . a . î ) S  +  s X s ) + (-2 8 + ( . s ; x 5 > S - E x 3 ) y ? =  0
a n a logas  a la  c o n d îc io n
f  ( e - t  -  ^  E 'Hr'* +  ( (X I
-4
que c o in c id e  con (20a) s i  'H'o *  ^
(19 )
(20a)
(20b)
(21)
^h)
APENDICE B
B . l Se ha usado la  m ê tr ic a  *  { l r ~ l , “ 1 , “ l )  y = + 1
d ^p  = %  C
= î Y® y '
De g ran  u t iH d a d  son Jas re la c lo n e s
- t h  Y  +  Y  Y  ^  2 .  % r
Y  Y  -I- Y  Y  -  0
Y  Y  ^  Y  '  ■'
Y  = ' Y '  Y  ^
-jX o-r = E^r“f Y» '<■(. + i( 1*'^ x"' Y ' * ' " )
[ f ) - , s - f ^ J  = 2 i  (  1 * “^  - f "  -  Y )
{ - ( \  < r r ]  = 2  iSj.
( t V  .  I  t H r  4- ;  (  i f  4  <}*“  < r f ^
-  . j f  r V  _  q X y . ^ r " ) +  g X "
0-1“ ’ »  i  6 cr,
;L ^f>
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< < r
< < <
= -
< t <
< <
<
^r(T«^f> “  ~ <
< <
t  . -  - :c<rAp ( c -  <
A f
p n ^r ^ v  F u  
<r.F ï . t
( » .  F f
F ^ V F ^ =  a .  _  y■ ^  ^  F  F Fxj.
a  (  I - i f .  F. t  - '«'F -F. F. t )
a (  F . F  +  i F . F  Y F )
î'»3
f.F  -F .F .t -  a i  F. F. t  -  3 F  F  ’ I-
t. F.< -  -  l »-. F
f . F  .  <r. F
■<^ F \ .  f I '\ ,  y  ^  <r.F 4 F 2"^  ■>;„
F x .  -  Y  F 'P  4  1% 4  < i f  Y -
B.2 El L a g ra n g ia n o  de In te ra c c iô n  mas g e n e ra l c o n s t r u ib le  a p a r t i r  de F 
que co n se rve  la  p a rId a d  es de la  fo rm a :
= 2
i
a t  L  ^  M
s ie n d o  L j (x )  un b i l in e a l  te n s o r ia l  o b te n id o  po r
con
Y Y } y c ; -
t r =
« r r  iVx
l' '; H '" '
< - < r“ ^  4 -x
c i  E
I ' " F t ^
' T.
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La " r e a l  id a d "  de p impi ic a
Ou = — Q.S
V
— d. PS
puede e s c r îb i r s e  tam b ién
/ p  =  T f  M:„
T . .  " “s ^ o  F Ot, y o - . F  IQix 9 ^  Fxx 
O tra s  fo rm as de ^ 5e o b t ie n e n  p o r  m edio  de la s  re la c io n e s
"Ÿ. «-.F. xf -  l ( T .X  X. F . Ÿ -  4 :. F. H-)
4 . F. T. t  - i ( T. F. r  ■<.+ -  îF. F t ]
< r . F T . F . +  +  F . 4 - +  - r . F  4 -
4  a t  ( 4 . T  - « . r .  V  F  T F . ' f  • <■. +)
.  ;  (  5: .  F .  T .  +  4  i  T  <4. F  I f )
H  F.  <r. ^  -  i (  T .  T .  F.  +  4 i  -q: o- . F +-)
■= t  ?  f  K  F .^ -  -  ^  4 . F  C F  F . t
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Ï .F .t lU . 'V  - ‘ ■«.'V " i  '^■"(
Ÿ  E. l ( -  Ü  T. 0-. *V 4 ?  4^ <E--f'. + )
f  d - F  ■  i ( %';, « l u  4  <  « I X  +  -j C  « X x )
f
en p a r t i c u la r
i  f y v • t  >
H “
S "
=
d.ps
l lc u lo  de D (n , ^>RS* se t ie n e  en
= ( ^ s - a-, + L
— < r.F V  1 ( &T;,
« r.F  4 I I ,  F 'u 'F - F u  4 ‘ ‘> t  F  'C T u
m . T .  n  -=:
B .3  C o n tra r la m e n te  a lo  que o c u r re  con la s  tra z a s  de %" ' s no e x is te  en la  1j_ 
te ra tu r a  teorem as que p e rm ita n  c a lc u le r  d é te rm in a n te s  de m a tr ic e s  r e l a t i v i s -  
ta s .  S in  embargo es p o s ib le  o b te n e r  c ie r ta s  re g la s  p râ c t ic a s  que s im p l i f ic a n  
enormemente e l t r a b a jo .  I lu s t rê m o s lo  con un caso p a r t i c u la r  e x t  ra i do de l e s t£  
d io  de la s  v e lo c  idades c a ra c te rT s t  i cas de RS - P a u l i  en la  form a s im p ii f ic a d a
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-  c /o  t  oT ^  Y . f .  t  -  ‘V .F .Y  X .  ^ '
El d é te rm in a n te  c a r a c t e r î s t Ico  es
que se s im p l i f ie s  po r m edio  de
i -  - 6 . 1 V  < T . f  f  A . f .  Y  = ■  (  ' A . F . ’tT
X
>7“ “ f } -
El ig ie n d o  n^^ = n ( l , 0 )  y mul t  i p) icando  p o r la  iz q u ie rd a  con | | - A
p ( n )  -  y i ' *  I  4 ^  X  F  -  V / "  2 . B  =  | |
—» - *
Los campos E y B se escdgen
"B = ( 0 , 0 , B)
1uego:
E -  (O .E j.E ^ )
» .  1 _  ^  « . e  2 . - B
A ' .  - -I 1 Z . S w i
O
A -  <j, T  Y .  E -f I ^  -
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en la s  e x p rè s (ones a n te r lo r e s  E j % E * , B j S B^.
X V  ^ ^   ^ ^A c o n t Inuac Ion se e s c r lb e n  para  y X  en te rm  (nos de oC ^ ^  ^  S
con lo s  E y B e le g id o s ,  se c o n s tru y e  D(n) en fu n c io n  de la s  m a tr ic e s  de Paul i
< r 's  y f in a lm e n te  e l d é te rm in a n te  16 x 16 que r é s u l ta  s e r  D e t.1 .  Una o b s e rv a -
c lô n  a te n ta  m uestra  la  s im l1 itu d  e n tre  numerosas f i l a s  agrupadas de 4 en 4:
( 1 ,8 ,1 2 ,1 5 ) ,  ( 2 ,7 ,1 1 ,1 6 ) ,  ( 3 ,6 ,1 0 ,1 3 ) ,  ( 4 ,5 ,9 ,1 4 ) ,  lo  que p e rm ite  s im pi i f i c a r
t r è s  f i l a s  de cada g rupo  sumândolas una c u a lq u îe ra  de e l la s  m u l t ip l I c a d a  por
(1  1 , ± 1 ) .  Hactendo e s to  para la s  12 p r im e ra s  f i l a s :
(+) 8 — X 1
(+ )  7 —^ 2  
(+)  6 3
(+)  5 - >  4
(+)  14 5
( “ )  13 —> 6
(+)  16 7
(- )  15 8
( - 1 )  14 
( - 1 )  13 
( - 1) 16 
( - 1 )  15
' 9 
10 
11 
12
( F i la s )
se o b t ie n e  (O e t.2 )  cuyo  v a lo r  ha de c o in c id i r  con e l a n te r io r  D e t .1 .  R e p it ie n -  
do la  o p e ra c lô n  a n te r io r  con la s  columnas
( - )  4 
( - )  3 
( - )  2 
(-) 1
(Columnas)
pasamos a un d é te rm in a n te  12 x  12 ( D e t .3 ) . F in a lm e n te  s i  se r e a l i z e  la  o pe ra - 
c iô n
(+ ) 2 + ( I )  6 9
( - )  1 + ( I )  5 10
(+ ) 4 + ( i )  8 11
( - )  3 + ( I )  7 12
(Columnas)
se o b t ie n e  un d é te rm in a n te  4 x 4  cuyo c a lc u le  es în m e d ia to
t )  =
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0 o
- ( - a i t  0
0  { +
es d e c ir
D (
e l c u a l c o ïn c id e  con e l o b te n id o  en (1 1 .5 3 ) pa ra  e s te  caso e s p e c ia l p o r e l mê- 
to d o  de M a d o re -T a ît.
O tra s  veces no es n e c e s a r io  sumar s in o  re o rd e n a r  la s  f i l a s  o co lum nas co ­
mo en e l c â lc u lo  de |A °  - x I |  (1 .4 5 )  dado e x p lT e ita m e n te  en D e t.4 .  D icho  d é te r ­
m in an te  con la  o rd e n a c iô n
( 1 ,8 ,1 2 ,1 5 ) ,  ( 2 ,7 ,1 1 ,1 6 ) ,  ( 3 ,6 .1 0 ,1 3 ) ,  ( 4 ,5 .9 ,1 4 )  
se reduce  a c u a tro  d é te rm in a n te s  4 x 4  que c o in c id e n  e n t re  sT. (O e t.5 )
En lo s  casos mas co m p iica d o s  habrâ  que co m b in e r la s  re g la s  a n te r lo r e s  y 
o t ra s  s u g e rid a s  p o r la  fo rm a  d e l d é te rm in a n te . Por e je m p io  s i e l d é te rm in a n te
es de o rd c n  2N y se puede e s c r i b i r
A B 
B A
| a  + d 1 1a - b \
donde A y B son m a tr ic e s  cuadradas de o rd e n  N, quedando re d u c id o  su c â lc u lo  a 
dos d é te rm in a n te s  de o rd e n  N.
Lo que nunca es a c o n s e ja b le  es d é s a r r o i la r  p o r menores co m p le m e n ta rio s  
pues la s  s im p l i f ic a c îo n e s  e n t re  te rm in e s  se c o n v ie r te  en una ardua  ta re a .
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CONCLUSlONES
1 . -  Se ha e s tu d ia d o  en d e ta l le  e l campo de R a r ita -S c h w In g e r en In te ra c -  
c l6 n  con campos e x te rn o s , y en e s p e c ia l con e l campo e 1e c tro m a g n é tIc o  en aco - 
p lo  m înimo y de P a u l i , no h a lla n d o  una te o r fa  c o n s is te n te  deb fdo  a la  a p a r l -  
c l6 n  de v e lo c id a d e s  de p ropagac Ion  s u p e rlu m in a le s  asT como re la c lo n e s  de an tj_  
conm utaciôn  In d e f in ld a s .
Se o b t ie n e  una exp rès  Ion g e n e ra l de la s  re la c lo n e s  de a n tic o n m u ta c lô n  a 
tiem pos Ig u a le s  para  c u a lq u ie r  t lp o  de a c o p lo  I n d u  Ido e l e le c tro m a g n e t ic o  y 
que eng loba  lo s  d lv e rs o s  casos p a r t Ic u la r e s  e s tu d ia d o s  has ta  e l p ré s e n té . D l-  
cha e x p re s lô n  p e rm ite  c a lc u le r  de form a d ir e c te  e l d é te rm in a n te  c a r a c t e r î s t I -  
c o , cuya s o lu c iô n  e s ta b le c e  la s  norm ales a la s  s u p e r f ic ie s  c a r a c te r î s t ic a s  de 
la  ecuac lôn  de campo.
Estos re s u lta d o s  se han g e n e ra lizado a campos fe rm iô n ic o s  som etidos a 11- 
gaduras s e c u n d a r la s , m ostrando la  a p a r le  ion  de campos m agnétIcos c r î t l c o s  para  
e l a co p lo  e le c tro m a g n e tic o  m înimo independ ien tem en te  de la  e cu a c lô n  de campo 
empleada. E l lo  p e rm ite  e x te n d e r e l fenômeno de V e lo  y Zw anzlger a una c la s e  
m is g enera l de ecuac iones de la  cu a l R a r ita -S c h w in g e r es un caso p a r t i c u la r .
Una te o r îa  c o n s is te n te  de campos de s p in  s u p e r io r  en In te ra c c iô n  con 1 ig £  
du ras se cu n da rla s  e x ig e ,  po r ta n to ,  la  in t ro d u c e lôn de aco p lo s  no e le c tro m a g n ^  
t ic o s  que cance l en lo s  modos a causa les  y den lu g a r  a una te o r îa  lo c a l .
2 . -  La e x te n s iô n  de l con te n id o  d in â m ico  de l campo de RS a doce (RS*) y 
d ie c is e is  (R S**) grados de 1 Ib e r ta d  conduce a p ro p a g a c iô ii causa l y re la c io n e s  
de a n tic o n m u ta c lô n  lo c a le s  en a c o p lo  e le c tro m a g n e tIco mînimo y de P a u l i , con 
la  excepc iôn  de a lgunos aco p lo s  de e s te  u lt im o  t î p o  en RS".
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Se o b t ie n e  la  m a t r iz  de s c a t te r in g  pa ra  e s to s  campos y se dem uestra  la  
Ÿ [^ -u n lta r le d a d , e s to  e s ,  la  u n ita r ie d a d  re s p e c to  de la  m e tr ic a  d e f in id a  a p a r ­
t i r  de la  c o r r ie n te  conservada .
La e x is te n c ia  de una m é tr ic a  in d e f in id a  en RS* y RS* im pi ic a  una m a t r iz  
S no u n I t a r la  y la  In e s ta b I I Id a d  en e l s e n tId o  de WIghtman de una c u a n t i f I c a -  
c lô n  no canon i ca sob re  un e s p a c io  de Fock de m é tr ic a  p o s i t iv a ,  a menos que se 
desacop len  la s  componentes ir r e d u c ib le s  de d i s t i n t a  norma.
El e s tu d io  de la  m a t r iz  S en p rim e r orden m uestra  que e x is te  un un i co La ­
g ra n g ia n o  de in te ra c c iô n  RS* y  RS** in v a r ia n te  Gauge y l in e a l  en e l campo e lec^ 
t  romagné t  ic o  cuya descompos ic lô n  en té rro înos  de lo s  campos l ib r e s  sea de la  
forma
de manera que lo s  tê rm în o s  de a co p lo  e n tre  la s  componentes de norma p o s i t iv a
y la s  de norma n e g a tiv a  ^  aparecen in c lu id a s  en una c u a d r id iv e rg e n c ia .  
E l e fe c to  de e s ta  u lt im a  se m a n if le s ta  en segundo o rd e n , in d u c ie n d o  t r a n s ic io -
nes ^  ^ ^  ^  gh " °  perm i t id a s  en p r im e r o rd e n . En RS** e l método de c o n -
t ra tê rm in o s  es a p l ic a b le  nuevamente en 2* o rd e n . Si e l  numéro de c o n t r a té rm l-  
nos nece sar io s  pa ra  c a n c e la r  la s  t ra n s ic lo n e s  a todos lo s  o rdenes fu e ra  f i n i  to  
se p o d rîa  a f i rm a r  la  e x is te n c ia  de una te o r fa  u n i t a r i  a en la  que se m a n tu v ie -
sen separados dos campos de sp in e s  3 /2 ,  1 /2  y un campo de s p in  1 /2 .
Resum iendo: e l p ré s e n te  e s tu d io  c o n firm a  una vez mas la  c o n je tu ra  de que 
ecuac iones  de campos m asivos de s p in  s u p e r io r  o sonacausa les  o son In e s ta b le s .
Puede s e r  que en e l fu tu r o  la  e x p e r le n c la  o la  sana te o r fa  m ues tren  lo  
c o n t r a r io .  E n tre  ta n to  conservemos e l b e n e f ic io  de la  duda.
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